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Identificação Modal Estocástica 
Métodos de Análise e Aplicações em Estruturas de Engenharia Civil 
RESUMO 
A avaliação experimental das características dinâmicas de estruturas de engenharia civil tem 
um interesse evidente para a validação de modelos utilizados na análise dos efeitos de acções como os 
sismos, vento, tráfego ferroviário, rodoviário ou pedonal. O interesse nessa avaliação estende-se 
também à própria caracterização global do estado das estruturas, uma vez que as propriedades 
dinâmicas estão directamente relacionadas com esse estado. Assim, para o domínio da observação e 
monitorização estrutural, a avaliação experimental das características dinâmicas de estruturas é 
também muito importante, em especial, os métodos que permitem efectuá-la ao longo do tempo, sem 
introdução de restrições à utilização corrente das estruturas. 
Para a caracterização dinâmica de estruturas de engenharia civil, tem havido ultimamente um 
especial interesse nas técnicas de identificação modal com base na análise da resposta das estruturas às 
acções a que normalmente estão sujeitas (como por exemplo o vento ou o tráfego de veículos). Tal 
deve-se aos progressos que se têm verificado nas tecnologias dos transdutores de medição da resposta 
dinâmica de estruturas, dos sistemas de aquisição de dados, dos meios informáticos e também ao 
desenvolvimento de métodos de identificação modal apropriados para essa situação. 
Neste trabalho abordam-se precisamente os métodos de identificação modal com base na 
análise da resposta das estruturas às acções a que normalmente estão sujeitas, os quais são designados 
por métodos de identificação modal estocástica. São apresentados os fundamentos desses métodos e 
explicados os procedimentos seguidos em cada um. São também introduzidos alguns aspectos 
relacionados com a comparação das características dinâmicas identificadas com as calculadas com 
modelos analíticos e com a correcção destes de modo a ajustá-los às características identificadas. 
Uma parte importante deste trabalho consiste na aplicação prática da identificação modal 
estocástica à avaliação das características dinâmicas de estruturas de engenharia civil. A maioria das 
aplicações desenvolvidas integraram-se em estudos solicitados ao LNEC, no âmbito de ensaios de 
recepção de estruturas antes da sua entrada em serviço, ou incluídos em trabalhos de inspecção de 
estruturas já existentes. 
Finalmente, apresentam-se algumas considerações sobre o trabalho elaborado e sugerem-se 
vários aspectos que poderão ser desenvolvidos no futuro. 
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Stochastic Modal Identification 
Analysis Methods and Applications in Civil Engineering Structures 
ABSTRACT 
The experimental evaluation of the dynamic properties of civil engineering structures has an 
obvious interest for the validation of models used in the analysis of the effects of loads like 
earthquakes, wind and railway, roadway or pedestrian traffic. The interest in that evaluation extends 
also to the global characterization of the structural condition, or structural health, given that the 
dynamic properties are directly related to that condition. Therefore, in the field of structural 
monitoring there is also a great interest in the experimental evaluation of the dynamic properties of 
civil engineering structures, especially in methods for performing it without the need to introduce any 
kind of restrictions to the normal use of the structures. 
For the dynamic characterization of civil engineering structures, there has been, lately, a 
special interest in the modal identification techniques based on the analysis of the structural responses 
to the loads to which the structures are usually subjected (like the wind or the traffic of vehicles). This 
is mainly due to the recent progresses in the technologies of the transducers for measuring structural 
dynamic responses, data acquisition systems, computers and also to the development of modal 
identification methods, which are appropriate for that situation. 
This work is precisely about the modal identification methods based on the analysis of the 
structural responses to the loads to which they are usually subjected to, which are named as stochastic 
modal identification methods. The theoretical foundations of those methods are presented and their 
procedures are explained. Some aspects related with analytical model correlation and updating, based 
on the identified dynamic properties, are also introduced. 
An important part of this work consisted in the practical application of the stochastic modal 
identification methods, to the evaluation of the dynamic properties of civil engineering structures. 
Most of those applications were developed within studies requested to LNEC during reception load 
tests of recently constructed structures or as part of inspection works of structures with already some 
years of service. 
Finally, some comments are made concerning the work that was developed, and possible 
future developments are proposed. 
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Identification Modale Stochastique 
Méthodes de Analyse et Applications dans les Structures de Génie Civil 
RÉSUMÉ 
L’évaluation expérimentale des caractéristiques dynamiques des structures de génie civil a un 
intérêt évident pur la validation des modelés utilisés dans l’analyse des effets des actions comme les 
séismes, le vent, le trafique ferroviaire, routier ou des péons. L’intérêt de cette évaluation s’étendre à 
la caractérisation globale de l’état des structures, parce que les propriétés dynamiques sont directement 
rapportés avec cet état. De cette façon, pour l’observation structurelle, l’évaluation expérimentale des 
caractéristiques dynamiques des structures et aussi très important, spécialement, les méthodes qui 
permettent, de la faire au long du temps, sens introduire restrictions à l’utilisation usuelle des 
structures. 
Pour la caractérisation dynamique des structures de génie civil, il y a eu récemment un intérêt 
spécial dans les techniques d’identification modale basée sur l’analyse de la réponse des structures vis-
à-vis les actions sur lesquelles elles sont normalement sujets (par exemple le vente ou le trafic routier). 
Ça c´est le résultat du progrès dans la technologie des équipements de mesure de la réponse 
dynamique de structures, dés système da acquisition de données, dés moyens informatiques et aussi 
bien au développement de méthodes de identification modale appropriés pour cette situation. 
Dans ce travail, on aborde lés méthodes d’identification modale basées sur l’analyse de 
réponse des structures aux actions dont elles sont normalement sujets, désignées par méthodes 
d´identification modale stochastique. On présent lés fondations de cette méthodes et la explication dés 
procédures suives par chacune. On introduit aussi quelques matières rapportées avec la comparaison 
des caractéristiques dynamiques identifiées avec celles calculés par les modèles analytiques et avec 
leur correction. 
Une partie important de ce travail est l’application pratique de l’identification modale 
stochastique por l´évaluation des caractéristiques dynamique des structures de génie civil. La plupart 
part des applications ont été développées pour dés études demandées au LNEC, dans les essais de 
réception de structures avant de leur utilisation publique, or en travaux d´inspection sur dés structures 
existent. 
Finalement, on présente quelques conclusions sur le travail élaborées e on fait dés suggestion 
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1.1 Considerações gerais 
A avaliação experimental das características dinâmicas de estruturas de engenharia civil tem 
um interesse evidente para a validação de modelos utilizados na análise do seu comportamento às 
acções que lhes induzem uma resposta dinâmica, como é o caso, por exemplo, dos sismos, vento, 
tráfego ferroviário, rodoviário ou pedonal. O interesse nessa avaliação não se limita ao estudo dos 
efeitos desse tipo de acções, mas estende-se também à própria caracterização global do estado das 
estruturas, uma vez que as propriedades dinâmicas estão directamente relacionadas com esse estado, 
constituindo uma boa forma de o caracterizar. Assim, no domínio da observação e monitorização 
estrutural, há também um grande interesse na avaliação experimental das características dinâmicas de 
estruturas e, em especial, em métodos que permitam efectuá-la ao longo do tempo, sem introdução de 
restrições à utilização corrente das estruturas. 
O procedimento através do qual é efectuada a avaliação das características dinâmicas de 
estruturas a partir de dados obtidos experimentalmente é um processo de identificação, uma vez que 
consiste em estimar os parâmetros dum modelo que melhor o ajustam a esses dados. Genericamente, a 
dedução de modelos a partir de dados obtidos por via experimental (e que por isso poderão ser 
designados por modelos experimentais) é denominada identificação de sistemas, sendo um domínio 
com origem na engenharia electrotécnica (Van Overschee e De Moor, 1996; Ljung, 1999) mas que 
tem actualmente aplicações em áreas muito diversas. 
Na dinâmica de estruturas, a aplicação da identificação de sistemas deu origem à identificação 
modal ou análise modal experimental, domínio que se desenvolveu inicialmente na engenharia 
mecânica, mas que, dado o seu interesse, se estendeu também à engenharia civil, onde tem as suas 
especificidades próprias, decorrentes das características das estruturas de engenharia civil. 
Conforme a própria designação indica, na identificação modal, os modelos que são 
identificados a partir da informação obtida por via experimental são modelos modais, que consistem 
na descrição dos sistemas estruturais através de um conjunto de modos naturais de vibração, 
traduzidos em termos das suas frequências, coeficientes de amortecimento e configurações. 
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A maioria das técnicas de identificação modal desenvolvidas no domínio da engenharia 
mecânica envolvem a realização de ensaios com aplicação de forças controladas, com as quais é 
induzida nas estruturas uma resposta dinâmica adequada. Nesses ensaios, tanto as forças de excitação 
aplicadas, como as respostas da estrutura, são medidas com transdutores apropriados. Este domínio da 
análise modal experimental tem actualmente um desenvolvimento apreciável que é patente no elevado 
número de livros (Heylen et al., 1997; Maia et al., 1998; Allemang, 1999; Ewins, 2000) e de trabalhos 
de investigação publicados, no desenvolvimento dos equipamentos de ensaio, tanto de aplicação das 
forças de excitação, como de medição da resposta das estruturas, e dos programas de análise para a 
identificação modal e modificação de modelos analíticos com base nas características dinâmicas 
experimentais. Tanto os equipamentos de ensaio como os programas de análise, estão hoje em dia 
disponíveis comercialmente, muitas vezes fazendo parte de sistemas integrados. 
Dado o desenvolvimento que tem actualmente, e devido ao facto do domínio da identificação 
modal se ter iniciado por essa via, a análise modal experimental com controlo e medição das forças de 
excitação é por vezes designada por identificação modal clássica, denominação que também será 
adoptada neste trabalho. 
Na maioria dos casos, as estruturas de engenharia mecânica têm dimensões relativamente 
pequenas, o que possibilita que a sua análise modal experimental seja efectuada com base em ensaios 
realizados em laboratório, sob condições bem controladas. Nesses ensaios, as forças de excitação são 
aplicadas por intermédio de equipamentos apropriados, tais como martelos de impulsos ou vibradores 
electrodinâmicos. Em estruturas de maiores dimensões, como por exemplo aeronaves, esses ensaios 
podem envolver a aplicação simultânea de forças de excitação em diversos pontos das estruturas. 
As técnicas de ensaio e análise desenvolvidas no âmbito da identificação modal clássica 
também podem ser aplicadas em estruturas de engenharia civil, e nalguns casos têm-no sido, 
utilizando-se para tal vibradores servo-hidráulicos, de massas excêntricas ou sistemas de aplicação de 
impulsos. No entanto, dadas as dimensões da maioria das estruturas de engenharia civil, as suas 
características dinâmicas e o tipo de utilização que têm, na maioria das situações não é possível 
utilizar essas técnicas duma forma económica. De facto, as estruturas de engenharia civil têm em geral 
grandes dimensões e as frequências dos seus modos naturais de vibração podem ter valores bastante 
baixos (o que acontece por exemplo nas pontes de grande vão), pelo que os equipamentos de excitação 
que é necessário utilizar são de grandes dimensões, sendo caros e tendo uma utilização também 
dispendiosa. No caso de estruturas já em serviço, a realização de ensaios de identificação modal com 
controlo e medição das forças de excitação exige uma interrupção, pelo menos parcial, do seu 
funcionamento normal (por exemplo, o encerramento do tráfego em estruturas de pontes) o que pode 
representar um incómodo considerável, que na maioria dos casos não pode ser suportado. 
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Para que a identificação modal de estruturas de engenharia civil seja feita duma forma 
económica, é conveniente que seja efectuada através de métodos de ensaio e análise que não 
apresentem as desvantagens referidas no parágrafo anterior. Assim, a alternativa à utilização de 
equipamentos para aplicação das forças de excitação é a realização de ensaios em que apenas se mede 
a resposta das estruturas às acções decorrentes da sua própria utilização (como é o caso do vento e do 
tráfego de veículos). Neste tipo de ensaios de identificação modal, que podem ser designados por 
ensaios de medição de vibrações ambiente ou ensaios de medição da resposta das estruturas às 
acções ambiente, as forças de excitação correspondentes às acções ambiente não são controladas nem 
medidas. Este facto leva a que os métodos de identificação modal que devem ser utilizados nessa 
situação sejam diferentes dos utilizados na identificação modal clássica. 
Nos métodos de identificação modal com base na resposta dos sistemas estruturais às acções 
ambiente, o facto de que as forças de excitação não são medidas experimentalmente, e portanto, não 
são conhecidas sob um ponto de vista determinístico, leva a que seja necessário assumir determinadas 
hipóteses quanto às suas características. Nesses métodos, assume-se assim a hipótese de que as forças 
de excitação são idealizáveis através de um processo estocástico gaussiano de tipo ruído branco (com 
densidade espectral constante) com média nula. Esta hipótese levou a adoptar para esses métodos a 
designação identificação modal estocástica, que foi também escolhida para título deste trabalho. 
A designação identificação estocástica é utilizada no contexto genérico da identificação de 
sistemas por Van Overschee e De Moor (1996), onde é feita distinção entre identificação 
determinística, com análise da entrada e da resposta, identificação estocástica, com análise apenas da 
resposta, e identificação determinística-estocástica, com análise da entrada e da resposta e modelação 
de entradas não controladas e de ruído na resposta. Já no contexto da identificação modal de estruturas 
de engenharia civil, Peeters (2000) utiliza também a designação identificação de sistemas estocástica. 
Uma vez assumida a hipótese referida, relativa às características das acções ambiente, é 
possível efectuar a identificação modal de sistemas estruturais só com base na análise da sua resposta. 
O facto de que, nos ensaios em que apenas é feita a medição dessa resposta, não há controlo sobre as 
forças de excitação, leva a que em muitos casos, nomeadamente em estruturas mais rígidas, as 
respostas às acções ambiente sejam de nível muito baixo. Assim, os equipamentos de medição 
utilizados nos ensaios de identificação modal estocástica, têm que ter, em geral, uma sensibilidade 
bastante maior do que os que são utilizados nos ensaios de identificação modal clássica. 
Felizmente, os desenvolvimentos verificados nos últimos anos, no domínio dos transdutores 
de medição da resposta dinâmica de estruturas e dos sistemas de aquisição de dados com conversão 
analógica/digital, permitem que actualmente seja possível medir e registar com uma discretização 
adequada, movimentos dos sistemas estruturais, com amplitudes extremamente pequenas. 
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Para a identificação modal estocástica é também necessário utilizar técnicas de ensaio 
apropriadas, que sendo diferentes das utilizadas na identificação modal clássica, têm com elas, 
necessariamente, alguns aspectos em comum, como por exemplo a escolha dos pontos dos sistemas 
estruturais onde a sua resposta deve ser observada (medida). 
Os ensaios de medição da resposta das estruturas às acções ambiente envolvem, em geral, a 
obtenção de grandes quantidades de informação experimental que é necessário processar com métodos 
de análise adequados, exigindo portanto meios de cálculo automático com capacidade para efectuar 
esse processamento. É reconhecido o progresso que tem havido na capacidade desses meios, pelo que 
este é também um aspecto que tem possibilitado o desenvolvimento e a aplicação prática de métodos 
de identificação modal estocástica, que muito dificilmente poderiam ser utilizados há uma década. 
Os aspectos acima referidos, relacionados com as capacidades actuais dos equipamentos de 
medição da resposta das estruturas e dos meios de cálculo, bem como o desenvolvimento de métodos 
de identificação adequados, fazem com que as metodologias de identificação modal estocástica, sejam 
hoje aplicáveis a diversos tipos de estruturas de engenharia civil, tais como pontes, edifícios e mesmo 
barragens ou monumentos. 
Salientou-se já o interesse da identificação modal estocástica no domínio da avaliação 
experimental das características dinâmicas de estruturas de engenharia civil. Na engenharia mecânica, 
verificam-se também situações em que há interesse em conhecer as características dinâmicas dos 
sistemas estruturais em condições de serviço, para o que é necessário efectuar ensaios onde apenas é 
medida a sua resposta. Nesse domínio, é comum utilizar a designação análise modal operacional 
(Hermans e Van der Auweraer, 1998), uma vez que se trata da avaliação das características dinâmicas 
de estruturas em operação. Note-se que neste caso, a identificação modal é efectuada com os sistemas 
estruturais em condições reais de funcionamento, para as quais eles devem estar concebidos, e que, 
nomeadamente em termos de condições de fronteira, podem ser bastante diferentes das condições 
laboratoriais em que normalmente são efectuados os ensaios de análise modal clássica. 
Destacaram-se também as vantagens da identificação modal estocástica no caso das estruturas 
de grandes dimensões. Para os sistemas estruturais muito pequenos (o que não é de facto o caso das 
estruturas de engenharia civil) é igualmente muito difícil aplicar os métodos usuais da identificação 
modal clássica, pois os próprios transdutores podem alterar consideravelmente a massa dos sistemas e 
é também difícil aplicar as forças de excitação. Para esses sistemas, uma boa alternativa é medir 
apenas a sua resposta, utilizando transdutores laser que não exigem um contacto directo com o 
sistema, e aplicar métodos de identificação modal estocástica (Brincker et al., 2003). 
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Foram até agora acentuadas várias das vantagens da identificação modal estocástica, mas é 
também importante referir que há algumas desvantagens que lhe têm sido apontadas relativamente à 
identificação modal clássica: 
- pelo facto de não se controlarem as forças de excitação, a resposta estrutural medida, pode 
ter um nível muito baixo, conduzindo a relações sinal-ruído nos registos obtidos, que, em 
geral, são inferiores às que é possível obter em ensaios com controle das forças de excitação; 
- em virtude do facto anterior, pode também verificar-se que alguns modos do sistema 
estrutural em análise não são excitados até a um nível mensurável com o equipamento 
utilizado, não sendo portanto possível identificá-los; 
- embora seja possível identificar as frequências, coeficientes de amortecimento e 
componentes modais, pelo facto de não se medirem as forças de excitação, não é possível 
identificar as componentes modais normalizadas relativamente à massa dos sistemas, sendo 
este um aspecto que é importante para a modificação de modelos analíticos com base nas 
características dinâmicas identificadas experimentalmente; 
- como as forças de excitação não são controladas, as características dinâmicas são avaliadas 
para níveis de resposta que podem ser muito baixos; tal deve ser tido em conta, 
principalmente no que se refere à consideração dos coeficientes de amortecimento, 
estimados para essas amplitudes de resposta, na avaliação dos efeitos de acções de grande 
intensidade. 
Em relação às duas primeiras desvantagens acima enunciadas, uma maneira de, pelo menos 
em grande parte, conseguir ultrapassá-las, é através da utilização de equipamentos com grande 
sensibilidade, devidamente configurados. Conforme já se referiu, hoje em dia existem de facto 
equipamentos que permitem efectuar o registo de respostas estruturais com amplitudes extremamente 
pequenas, sendo de prever que no futuro se venham a verificar ainda mais desenvolvimentos nesse 
domínio. Nalgumas situações, também é possível procurar aumentar o nível das acções ambiente (por 
exemplo, numa ponte, fazendo circular veículos sobre o seu tabuleiro); neste caso deve-se procurar 
que as acções introduzidas sejam tão aleatórias quanto possível (veículos diferentes, velocidades 
diferentes, diversas zonas de circulação sobre o tabuleiro) e que tenham um carácter de multi-entrada, 
excitando as estruturas em diferentes pontos. 
No que se refere à terceira desvantagem acima indicada, é de facto uma das questões que têm 
sido levantadas relativamente à identificação modal estocástica. No entanto, recentemente têm sido 
propostas formas de a ultrapassar, as quais serão apresentadas neste trabalho. 
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Quanto à última desvantagem acima enunciada, é um aspecto que é necessário ter em conta, 
devendo-se ter alguma precaução, em especial na consideração dos coeficientes de amortecimento 
estimados para níveis de resposta muito baixos, na avaliação dos efeitos, por exemplo, da acção de 
sismos intensos ou do vento de grande intensidade. 
Pelo que foi exposto anteriormente, julga-se ter transparecido que o presente trabalho é 
desenvolvido numa área que pode ser considerada como num domínio de fronteira, uma vez que 
envolve temas com origem em diversos domínios científicos desde a engenharia electrotécnica, 
passando pela engenharia de sistemas de controlo, engenharia mecânica e engenharia civil. Um dos 
efeitos dessa multidisciplinaridade é o de que, em muitos casos, serão utilizadas designações e 
apresentadas formulações que não são as mais usuais na engenharia civil. Por exemplo, têm sido 
utilizados e continuarão a sê-lo ao longo do trabalho, os termos sistema, sistema estrutural e estrutura 
para designar o que na engenharia civil normalmente é referido com o último desses termos. 
Note-se, no entanto que a identificação modal estocástica e as potencialidades das suas 
aplicações nas estruturas de engenharia civil têm grande interesse, justificando plenamente o 
desenvolvimento deste trabalho e a sua continuação no futuro, com outros trabalhos dentro de temas 
directamente relacionados com os que aqui são tratados. A modificação de modelos analíticos com 
base nas características dinâmicas identificadas experimentalmente, que aqui será abordada de forma 
breve, a quantificação e detecção de danos a partir de alterações nas características dinâmicas e a 
aplicação da identificação modal estocástica na observação e monitorização de estruturas ao longo do 
tempo, são algumas das aplicações que poderão ser aprofundadas futuramente. 
1.2 Identificação das características dinâmicas de estruturas de engenharia civil 
Sendo este trabalho dedicado à avaliação experimental das características dinâmicas de 
estruturas de engenharia civil, utilizando os métodos de identificação modal estocástica, importa 
também, nesta introdução, referir outros trabalhos que têm sido desenvolvidos nesse domínio, quer a 
nível internacional, quer no LNEC e também noutras instituições em Portugal. 
É praticamente impossível efectuar uma apresentação exaustiva de todo o trabalho que tem 
sido feito no domínio da caracterização dinâmica experimental de estruturas de engenharia civil, no 
entanto, referem-se em seguida alguns trabalhos, que ilustram o interesse e a importância desse tema. 
Actividade a nível internacional: 
Os primeiros trabalhos que foi possível consultar relacionados com a avaliação experimental 
das características dinâmicas de estruturas de engenharia civil são devidos a Carder (1936) e foram 
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desenvolvidos no âmbito de actividades do United States Coast and Geodetic Survey, estando 
relacionados com estruturas de depósitos metálicos elevados e estruturas de edifícios. Posteriormente, 
o mesmo autor (Carder, 1937) publicou também resultados interessantes, decorrentes da observação de 
vibrações induzidas pelas acções ambiente, efectuada durante a construção da San Francisco-Oakland 
Bay Bridge e da Golden Gate Bridge. O sismógrafo utilizado nesse estudo permitia efectuar o registo 
de acelerações em filme fotográfico, tendo esse trabalho sido efectuado com o objectivo de avaliar a 
probabilidade de se verificarem danos em resultado de fenómenos de ressonância durante a ocorrência 
de sismos. 
Vincent (1958) efectuou também estudos na Golden Gate Bridge relacionados com a 
avaliação experimental dos efeitos da acção do vento, tendo para tal desenvolvido e aplicado 
acelerómetros mecânicos. 
Crawford e Ward (1964) realizaram ensaios de medição de vibrações ambiente num edifício 
de 19 pisos, avaliando as suas frequências naturais de vibração a partir da análise dos auto-espectros 
dos registos de velocidade obtidos nesses ensaios, e estimando também a configuração do 1º modo de 
translação numa das direcções. 
Mason e Carder (1967), num trabalho motivado pelas questões relacionadas com a acção do 
vento em pontes suspensas, efectuaram medições das acelerações verticais a meio vão da Cheasapeake 
Bay Bridge, uma ponte suspensa com um vão central de 488 m. 
Mc Lamore et al. (1971) efectuaram ensaios de medição de vibrações induzidas pelos efeitos 
do tráfego e vento em duas pontes suspensas, a Newport Bridge em Rhode Island e a William Preston 
Lane Memorial Bridge em Maryland. Utilizando técnicas de análise espectral, os autores desse 
trabalho avaliam as frequências, configurações e coeficientes de amortecimento dos modos naturais de 
vibração dessas pontes. 
Jennings et al. (1972) realizaram ensaios de vibração forçada num edifício de 22 pisos para 
identificar as suas características dinâmicas. Os resultados que obtiveram são comparados com os de 
outro estudo (Trifunac, 1972), baseado em ensaios de medição de vibrações ambiente, verificando-se 
em geral, uma boa concordância entre as frequências e configurações modais avaliadas com os dois 
tipos de ensaio. A mesma comparação é também efectuada por Trifunac (1972) relativamente a um 
edifício de 9 pisos, chegando-se a uma conclusão semelhante. 
Muitos outros trabalhos de caracterização dinâmica de estruturas de engenharia civil têm sido 
efectuados, especialmente em estruturas de pontes. Indicam-se em seguida alguns deles: Rainer e Van 
Selst (1977) efectuaram ensaios de medição de vibrações ambiente e ensaios de vibração forçada na 
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Lion’s Gate Bridge, uma ponte suspensa em Vancouver, no Canadá; Abdel-Ghaffar (1978) realizou 
ensaios de medição de velocidades e deslocamentos sob o efeito do vento e tráfego rodoviário numa 
ponte suspensa, a Vicent Thomas Bridge em Los Angeles; Gates e Smith (1984) apresentam a análise 
de ensaios de medição de vibrações ambiente, efectuados em 57 pontes na Califórnia; Abdel-Ghaffar e 
Scanlan (1985) realizaram ensaios na Golden Gate Bridge; Brownjohn et al. (1986) efectuaram 
ensaios na ponte do Humber; Stiemer et al. realizaram ensaios na Annacis Bridge, uma ponte 
atirantada no Canadá; Brownjohn et al. (1989) na primeira ponte do Bósforo em Istambul na Turquia; 
Murià-Vila et al. (1991) efectuaram ensaios de medição de vibrações ambiente numa ponte de tirantes, 
a Tampico Bridge no México; Wilson e Liu (1991) na Quincy Bayview Bridge, uma ponte atirantada 
nos Estados Unidos da América; Brownjohn et al. (1992) na segunda ponte do Bósforo na Turquia; 
Ventura et al. (1996) analisam a informação obtida em ensaios de medição de vibrações ambiente 
efectuados em três passagens superiores na Califórnia; Felber e Cantieni (1996) efectuaram ensaios de 
medição de vibrações ambiente na Ganter Bridge na Suiça; Ventura et al. (1996) realizaram ensaios 
dinâmicos na ponte sobre o rio Colquitz no Canadá; Harik et al. (1997) efectuaram ensaios na Brent-
Spence Bridge em Cincinnati; Yamaguchi et al. (1999) realizaram ensaios dinâmicos in situ na ponte 
de Tatara no Japão. 
Em relação especificamente à identificação modal estocástica de estruturas de engenharia 
civil, são ainda de referir alguns trabalhos que se podem considerar como marcos importantes na 
compreensão e desenvolvimento dos métodos de análise utilizados actualmente. Note-se que são 
trabalhos da última década, embora a utilização dos ensaios de medição da resposta das estruturas às 
acções ambiente tivesse sido já adoptada nos primeiros trabalhos acima referidos. É no entanto 
compreensível que só mais recentemente tenha havido um maior progresso e uma maior sensibilização 
para as potencialidades da identificação modal estocástica, em virtude dos recentes desenvolvimentos 
tecnológicos, no domínio dos transdutores, sistemas de aquisição de dados e dos meios informáticos. 
Indicam-se em seguida esses trabalhos: 
- A tese de doutoramento de Felber (1993) desenvolvida na University of British Columbia 
(UBC), sob a orientação do Prof. Carlos Ventura. Nessa tese, é feita a automatização de um 
método de identificação modal estocástica, que neste trabalho é designado por método básico 
no domínio da frequência. Note-se que as bases desse método já tinham sido aplicadas 
anteriormente, mas ainda não na forma sistematizada que é adoptada por Felber (1993). Em 
consequência desse trabalho, houve um grande incremento na utilização dos ensaios de 
medição de vibrações ambiente em estruturas de engenharia civil, quer na UBC (Ventura et 
al., 1996; Black et al., 1997; Dyck e Ventura, 1998) quer no EMPA - Swiss Federal 
Laboratory for Materials Testing and Research (Felber e Cantieni, 1995, 1996); 
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- A tese de doutoramento de Asmussen (1997), elaborada na Universidade de Aalborg na 
Dinamarca, sob a orientação do Prof. Rune Brincker. Esse trabalho é dedicado ao método do 
decremento aleatório e à sua aplicação na identificação modal de estruturas de engenharia 
civil; 
- A tese de doutoramento de Andersen (1997), desenvolvida também na Universidade de 
Aalborg na Dinamarca, sob a orientação do Prof. Rune Brincker. Essa tese aborda a 
utilização de modelos ARMAV na identificação modal de estruturas de engenharia civil; 
- A tese de doutoramento de Peeters (2000), desenvolvida na Universidade Católica de Leuven 
na Bélgica, sob a orientação do Prof. Guido De Roeck. Nesse trabalho, é feita uma 
sistematização e aplicação do método de identificação estocástica em subespaços, na 
identificação modal e detecção de danos em estruturas de engenharia civil; 
- Os trabalhos de Brincker et al. (2000, 2001) na sistematização e implementação do método 
de decomposição no domínio da frequência. 
É ainda de salientar o trabalho de James et al. (1995), no qual é apresentada uma metodologia 
designada por NEXT (Natural EXcitation Technique), que consiste na aplicação de um método de 
identificação modal a partir das funções de correlação da resposta dos sistemas. No entanto, esse 
trabalho, não se dedicou especificamente a aplicações no domínio da engenharia civil, tendo dado sim 
um contributo importante para a aceitação da ideia de que é possível identificar as características 
modais dos sistemas, exclusivamente a partir da análise da sua resposta, no meio da comunidade mais 
ligada à engenharia mecânica e portanto mais habituada aos métodos de identificação modal clássica 
(Peeters, 2000). 
Actividade no LNEC: 
A avaliação experimental das características dinâmicas de estruturas é um domínio em que no 
LNEC tem também havido uma grande actividade, desenvolvida tanto no Departamento de Estruturas, 
como no Departamento de Barragens de Betão, nos respectivos Núcleos relacionados com observação 
e monitorização de estruturas, e com dinâmica de estruturas e engenharia sísmica. 
Ao elaborar este trabalho, efectuou-se uma pesquisa de relatórios / notas técnicas, feitos no 
LNEC em que, nos estudos a que se referem, houve, ou como objectivo principal ou como resultado 
complementar, uma preocupação em avaliar experimentalmente as características dinâmicas de 
estruturas. No total, são 111 relatórios / notas técnicas, a maioria dos quais relacionados com 
estruturas de pontes, mas também com barragens, edifícios e monumentos. Nas referências 
bibliográficas, esses trabalhos são indicados por ordem cronológica. 
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O primeiro estudo efectuado no LNEC, em que houve o objectivo de avaliar as características 
dinâmicas duma estrutura por meios experimentais, correspondeu aos ensaios dinâmicos efectuados na 
ponte em arco sobre o rio Sousa (LNEC - Marecos, 1954). No que se refere às estruturas de pontes, ao 
longo de 50 anos de actividade neste domínio, foi possível reunir os resultados obtidos num total de 
112 estruturas, que no capítulo 6 serão apresentados. De todos esses estudos, há alguns que merecem 
um destaque especial, quer pela importância das obras a que se referem, quer pela forma como foram 
efectuados. Realçam-se assim: os ensaios realizados na ponte suspensa sobre o rio Tejo em Lisboa 
(LNEC - Marecos et al., 1967) e também o sistema de monitorização dinâmica que esteve instalado 
nessa mesma estrutura (LNEC - Marecos e Castanheta, 1970); os ensaios efectuados nas pontes 
atirantadas sobre o rio Guadiana e sobre o rio Arade (Corrêa e Campos Costa, 1992); e ainda diversos 
estudos efectuados já no âmbito deste trabalho, os quais serão apresentados no capítulo 6. 
Os primeiros trabalhos elaborados no LNEC em que houve o objectivo de efectuar a 
caracterização dinâmica experimental de estruturas de edifícios, foram desenvolvidos por Priestley em 
1969. Esses estudos estão descritos num relatório (LNEC – Priestley, 1969), tendo envolvido a 
realização de ensaios em 7 edifícios na região de Lisboa. Note-se que nesses trabalhos, para além da 
avaliação das frequências naturais de vibração, é já estimada a configuração dos primeiros modos de 
translação em duas direcções ortogonais dos edifícios. Uma metodologia análoga à utilizada nesses 
estudos, foi também aplicada nos trabalhos desenvolvidos nos corpos do edifício do actual Palácio da 
Justiça em Lisboa (LNEC - Ravara e Pereira, 1970) e nas chaminés da central térmica do Carregado 
(LNEC – Pereira e Carvalho, 1973). 
No que se refere a estruturas de monumentos, salientam-se os estudos efectuados no Aqueduto 
das Águas Livres em Lisboa (LNEC – Oliveira et al., 1991), na Igreja do Colégio dos Jesuítas nos 
Açores (LNEC – Oliveira et al., 1993) e no Mosteiro de S. Vicente de Fora (LNEC – Campos Costa et 
al., 1997). 
Em (LNEC – Campos Costa, 1992), apresenta-se um trabalho de caracterização dinâmica da 
estrutura de uma escultura, com base em ensaios em que lhe foram aplicadas acções impulsivas, 
deixando-a a vibrar em regime livre. 
No que diz respeito às estruturas de barragens, há várias décadas que se desenvolvem no 
LNEC ensaios com vista à avaliação das suas características dinâmicas. Os primeiros trabalhos foram 
efectuados nas barragens de Bouçã e do Cabril (LNEC – Pereira, 1962). A maioria dos ensaios 
dinâmicos efectuados pelo LNEC em barragens consistiram em ensaios de vibração forçada, 
utilizando um vibrador de massas excêntricas, embora nalguns estudos, por exemplo (LNEC – Pinto et 
al., 1989), já se tenham feito medições de vibrações ambiente para obter uma primeira estimativa das 
frequências naturais de vibração. 
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Actividade noutras instituições em Portugal: 
No domínio da caracterização dinâmica de estruturas de engenharia civil, é também de referir 
a actividade desenvolvida noutras instituições em Portugal, nomeadamente na Faculdade de 
Engenharia da Universidade do Porto (FEUP) e no Instituto Superior Técnico (IST) da Universidade 
Técnica de Lisboa. 
Na FEUP, são de destacar os trabalhos de mestrado e doutoramento de Caetano (1992, 2000), 
os estudos de caracterização dinâmica com base em ensaios de medição de vibrações ambiente, 
efectuados na ponte Vasco da Gama (Cunha et al., 1998), na ponte Luiz I (Cunha e Calçada, 1999) e 
na nova ponte Hintze Ribeiro (Caetano e Cunha, 2003), e ainda o trabalho de doutoramento de 
Calçada (2003). 
No IST, referem-se os trabalhos de mestrado de Proença (1989) e de Ferreira (2001), para 
além de outros estudos que envolvem a caracterização dinâmica experimental de estruturas de 
engenharia civil (Oliveira, 1997; Oliveira e Lucas, 1997; Guerreiro e Azevedo, 1998; Drei e Oliveira, 
1999). 
1.3 Objectivos do trabalho 
Tendo em conta a experiência anterior do LNEC na avaliação experimental das características 
dinâmicas de estruturas de engenharia civil, e os actuais desenvolvimentos tecnológicos no domínio 
dos transdutores, sistemas de aquisição de dados e meios informáticos, optou-se por dedicar este 
trabalho ao tema que nele é abordado, em resultado de ter havido uma clara percepção das 
potencialidades e vantagens das técnicas de identificação modal estocástica. De facto, com essas 
metodologias, a caracterização dinâmica experimental de estruturas de engenharia civil é realizada de 
forma bastante mais económica do que com outros métodos baseados em ensaios de vibração forçada. 
Pode ainda ser efectuada com as estruturas em condições usuais de serviço, o que constitui também 
uma importante vantagem, que faz com que os métodos de identificação modal estocástica, sejam uma 
ferramenta com um grande potencial de aplicação na monitorização de estruturas ao longo do tempo. 
Os principais objectivos deste trabalho foram assim: 
- Sistematizar os diferentes métodos de identificação modal estocástica, compreendendo os 
seus fundamentos e algoritmos. Para tal, tiveram-se em conta os desenvolvimentos mais 
recentes neste domínio, verificados a nível internacional, e também a experiência de 
trabalhos anteriores efectuados no LNEC; 
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- Implementar e aplicar métodos de identificação modal estocástica a estruturas reais de 
engenharia civil. No âmbito deste objectivo, houve de facto a oportunidade de efectuar 
ensaios e aplicar alguns dos métodos de identificação modal estocástica em várias estruturas 
importantes existentes em Portugal; 
- Analisar e aplicar técnicas de comparação das características dinâmicas identificadas com as 
calculadas com modelos analíticos e iniciar uma análise dos métodos de modificação de 
modelos analíticos com base nas características dinâmicas identificadas experimentalmente. 
Note-se que a prossecução do segundo objectivo exigiu um importante trabalho no que diz 
respeito ao desenvolvimento de procedimentos de ensaio, programas de aquisição, análise e 
processamento de sinais e ao conhecimento das capacidades dos equipamentos utilizados e à melhor 
forma de as explorar. 
1.4 Organização do trabalho 
Este trabalho está organizado em sete capítulos, o primeiro dos quais é a presente introdução, 
onde se efectua uma apresentação geral dos temas abordados e se procura salientar a sua importância e 
o seu interesse no domínio da engenharia civil. 
No capítulo 2, apresentam-se os aspectos de índole analítica que se consideram importantes 
para uma melhor compreensão dos fundamentos dos métodos de identificação modal estocástica. 
Nomeadamente, estabelece-se uma ligação entre a formulação analítica do comportamento dinâmico 
de estruturas e a informação que pode ser obtida experimentalmente sob a forma de séries temporais 
da resposta das estruturas ou, por aplicação de técnicas de processamento de sinal a essas séries, 
através de funções de correlação ou de funções de densidade espectral. Apresentam-se também 
diversas formas de representação do comportamento dinâmico de estruturas, algumas das quais não 
são as mais usuais no domínio da engenharia civil, mas são apresentadas porque servem de base a 
alguns métodos de identificação modal estocástica. 
O capítulo 3 é dedicado aos aspectos relacionados com a realização de ensaios in situ de 
caracterização dinâmica de estruturas, ou seja, com a medição experimental da resposta dos sistemas 
estruturais, com o objectivo de aplicar métodos de identificação modal estocástica. São referidos os 
equipamentos, transdutores e sistemas de aquisição de dados, que podem ser utilizados nesse tipo de 
ensaios, pormenorizando-se as características dos que foram utilizados nas aplicações desenvolvidas 
durante a realização deste trabalho. Descrevem-se diversas técnicas de ensaio dinâmico de estruturas, 
especialmente as que devem ser adoptadas em ensaios em que apenas é feita a medição da resposta 
dos sistemas estruturais. Focam-se também algumas questões relacionadas com o planeamento dos 
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ensaios e com os procedimentos de pré-processamento que normalmente é necessário aplicar aos 
registos de resposta obtidos experimentalmente. 
No capítulo 4, descrevem-se e aplicam-se diversos métodos de identificação modal 
estocástica, apropriados para a análise da informação obtida em ensaios de medição da resposta 
dinâmica das estruturas às acções a que normalmente estão sujeitas. Os diversos métodos apresentados 
são ilustrados através da sua aplicação num exemplo simples. 
No capítulo 5 abordam-se alguns aspectos dum domínio directamente relacionado com a 
identificação modal, que é o da comparação das características dinâmicas identificadas com as 
calculadas com modelos analíticos e da modificação destes de modo a aproximar as características 
dinâmicas calculadas das identificadas experimentalmente. A apresentação que é feita destes temas 
não é de forma alguma exaustiva. No entanto, não se quis deixar de abordar alguns aspectos com eles 
relacionados. Um ponto que é focado neste capítulo é o da normalização, relativamente à massa dos 
sistemas, das componentes modais avaliadas com métodos de identificação modal estocástica, um 
aspecto que é importante para a modificação de modelos analíticos com base nas características 
dinâmicas identificadas experimentalmente. 
O capítulo 6 é dedicado à apresentação de diversos casos de aplicação que foram 
desenvolvidos durante a elaboração deste trabalho. Praticamente todas essas aplicações integraram-se 
em estudos solicitados ao LNEC no âmbito de ensaios de recepção de estruturas, ou integrados em 
trabalhos de inspecção de obras já com alguns anos de serviço. As aplicações apresentadas referem-se, 
na sua maioria, a estruturas de pontes, mas envolvem também edifícios e ainda uma barragem. 
No capítulo 7 são apresentadas as conclusões do trabalho efectuado, sugerindo-se também 
diversos aspectos que, vindo na sequência do trabalho realizado, poderão ser desenvolvidos no futuro. 
Optou-se por organizar as referências bibliográficas dividindo-as em dois grupos. No primeiro 
grupo, apresentam-se as referências gerais, ordenadas por ordem alfabética, enquanto que no segundo 
grupo, indicam-se os relatórios / notas técnicas elaborados no LNEC no domínio da caracterização 
dinâmica experimental de estruturas de engenharia civil. As referências deste segundo grupo são 
apresentadas por ordem cronológica, dando uma perspectiva histórica da actividade desenvolvida no 
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2.1 Considerações gerais 
Como se referiu no capítulo 1, o presente trabalho é dedicado à avaliação experimental das 
características dinâmicas de estruturas, a partir das suas respostas às acções que normalmente sobre 
elas actuam. Antes de apresentar os diversos métodos de identificação modal aplicáveis a essa 
situação, importa abordar os fundamentos analíticos que lhes servem de base. Procura-se assim, 
estabelecer uma ligação, partindo da formulação analítica do comportamento dinâmico de estruturas, 
baseada em princípios físicos, com a informação que pode ser obtida experimentalmente sob a forma 
de séries temporais da resposta das estruturas ou, por aplicação de técnicas de processamento de sinal 
a essas séries, através de funções de correlação ou de funções de densidade espectral. 
Neste capítulo, apresentam-se diversas formas de representação do comportamento dinâmico 
de estruturas, estabelecendo-se uma ligação entre elas. Pretende-se assim, por um lado, tornar mais 
clara a interligação entre essas formas de representação e, por outro, apresentar a fundamentação dos 
métodos de identificação modal que serão apresentados e aplicados nos capítulos seguintes. 
Um dos objectivos deste capítulo é a apresentação dos modelos de dinâmica de estruturas 
numa representação de estado, que não é a mais usual na abordagem de problemas de dinâmica de 
estruturas no domínio da engenharia civil, embora seja apresentada por exemplo por Duarte (1980) e 
por Cunha (1990), mas serve de base a vários dos métodos de identificação modal que serão 
apresentados. Tal deve-se ao facto de estes métodos terem origem na engenharia de sistemas de 
controlo, domínio científico em que é comum a utilização da representação de estado para a análise de 
sistemas dinâmicos (Carvalhal, 1989; Ljung, 1999; Ribeiro, 2002). 
Com os actuais sistemas de aquisição de dados com conversão analógica/digital, as respostas 
estruturais medidas experimentalmente são sempre obtidas na forma de séries numéricas discretas no 
tempo. Assim, um outro aspecto importante deste capítulo prende-se com o estabelecimento duma 
ligação entre os modelos expressos no tempo contínuo e os modelos discretos por amostragem. 
A abordagem que é apresentada limita-se à situação do comportamento dinâmico de estruturas 
em regime linear, ou seja, na terminologia utilizada em engenharia de sistemas de controlo, aos 
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sistemas lineares invariantes no tempo, abreviadamente SLITS (Ribeiro, 2002). A suposição de 
linearidade implica que, se uma força induz uma resposta com uma determinada amplitude, então a 
uma força a ela proporcional, corresponde uma resposta com uma amplitude de idêntica 
proporcionalidade. Tal traduz-se no facto de que a resposta dos sistemas estruturais a qualquer 
combinação de forças aplicadas simultaneamente é igual à soma das respostas a cada uma dessas 
forças aplicadas isoladamente. A hipótese de invariância no tempo implica que os parâmetros 
característicos dos sistemas são constantes no tempo. 
Normalmente, na abordagem clássica da dinâmica de estruturas, são apresentados inicialmente 
os aspectos relativos a sistemas de um grau de liberdade, dada a sua importância para a compreensão 
geral do tema. Tal não será efectuado neste trabalho, uma vez que são aspectos suficientemente 
abordados em vários trabalhos sobre dinâmica de estruturas (Ravara, 1969; Duarte, 1983; Clough e 
Penzien, 1993; Chopra, 1995) e sobre análise modal experimental (Heylen et al., 1997; Maia et al., 
1998; Allemang, 1999; Ewins, 2000). Assim, na apresentação que será efectuada em seguida, 
começa-se, desde logo, pela abordagem relativa aos sistemas discretizados em vários graus de 
liberdade. Há alguns pontos tratados inicialmente que também já se encontram claramente explicados 
nos trabalhos referidos, no entanto servem de ponto de partida e de elo de ligação com os aspectos 
seguintes, de maior interesse para uma melhor compreensão da identificação modal estocástica. 
Exemplo: Ao longo deste capítulo, as diferentes formas de representação do comportamento dinâmico de 
estruturas, serão ilustradas com um exemplo simples, de modo a concretizar os conceitos que serão apresentados. 
Para este efeito, considerou-se a estrutura dum modelo físico de um edifício de 4 pisos, construído à escala ¼, 
que foi utilizado num estudo experimental desenvolvido na mesa sísmica triaxial do LNEC (Coelho et al., 2000). 





















































espessura da laje = 50 mm
betão: B25   E = 29 GPa
                     γ = 25 kN/m3
600 kg 600 kg
600 kg 600 kg
600 kg 600 kg






Figura 2.1 – Características do modelo considerado para exemplo (dimensões em mm). 
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De modo a evitar que o espaço dedicado a este exemplo seja excessivo, serão considerados como graus de 
liberdade a analisar, apenas os deslocamentos horizontais dos pisos segundo a direcção longitudinal (direcção x), 
resultando portanto num sistema com 4 graus de liberdade. Conforme é indicado na figura 2.1, para além da 
massa dos elementos estruturais do modelo, foi ainda considerada uma massa adicional de 1200 kg em cada piso. 
Tendo havido oportunidade de efectuar ensaios de medição de vibrações ambiente num dos modelos construídos 
para o referido estudo experimental, este mesmo exemplo servirá também no capítulo 4, para ilustrar a aplicação 
dos diferentes métodos de identificação modal estocástica que serão apresentados. 
2.2 Equação do movimento de sistemas discretizados 
O comportamento dinâmico de sistemas estruturais, discretizados em n graus de liberdade 
sujeitos à acção de forças externas p(t), pode ser expresso através da seguinte equação matricial, que 
representa um sistema de n equações diferenciais de 2ª ordem: 
 ( ) ( ) ( ) ( )2t t t t+ + =M z C z K z p  (2.1) 
em que: M, C2 e K (n × n) são matrizes designadas por matriz de massa, de amortecimento viscoso e 
de rigidez, respectivamente; 
z(t) (n × 1) é o vector com os deslocamentos segundo os n graus de liberdade; 
( )tz  e ( )tz  (n × 1) são os vectores de velocidades e acelerações; 
p(t) (n × 1) é o vector de forças externas. 
A equação matricial (2.1) exprime o equilíbrio no tempo contínuo, entre as forças de inércia 
( )tM z , de dissipação de energia ( )2 tC z  e de restituição elástica ( )tK z  com as forças externas p(t) 
aplicadas aos sistemas. É pois uma relação de equilíbrio dinâmico, tendo em conta o princípio de 
d’Alembert, segundo o qual numa massa sujeita a uma aceleração desenvolve-se uma força de inércia 
de sentido contrário à aceleração e de valor igual ao produto da massa pela aceleração. A equação 
(2.1) tem portanto uma fundamentação física, podendo também ser considerada como uma expressão 
da segunda lei de Newton, ser estabelecida a partir do princípio dos trabalhos virtuais ou ainda do 
princípio de Hamilton, situação em que (2.1) corresponde às equações de Lagrange dos sistemas 
(Clough e Penzien, 1993; Chopra, 1995; Maia et al., 1998). 
A equação (2.1) refere-se a sistemas estruturais discretizados em n graus de liberdade. Tal 
implica um procedimento de discretização das características dos sistemas, que em geral são 
distribuídas. Essa discretização é usualmente feita através do método dos elementos finitos, 
correspondendo a equação (2.1) ao equilíbrio dinâmico de modelos de elementos finitos. 
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Na equação (2.1), as forças de dissipação de energia são consideradas como sendo de tipo 
viscoso e iguais ao produto duma matriz de constantes de amortecimento (matriz C2) pelo vector de 
velocidades. Na realidade, num sistema estrutural em regime linear, a dissipação de energia pode 
ocorrer devido a diversos mecanismos (Chopra, 1995), nomeadamente: o efeito térmico decorrente da 
deformação elástica repetida e o atrito interno nos materiais; o atrito nas ligações entre elementos; a 
abertura e fecho de micro-fissuras; o atrito entre elementos estruturais e não estruturais; a interacção 
entre o solo de fundação e a estrutura. Dada a dificuldade que haveria em representar 
matematicamente todos esses mecanismos, é usual considerar o amortecimento como sendo de tipo 
viscoso, o que corresponde a uma razoável idealização equivalente desses mecanismos responsáveis 
pela dissipação de energia num sistema estrutural em regime linear. Acresce ainda que essa 
idealização é muito conveniente em termos do tratamento matemático da equação do movimento. 
O vector de forças externas p(t) pode ser escrito como o produto de uma matriz B2 (n × m) por 
um vector de entrada u(t) (m × 1), em que m ≤ n. A matriz B2 é constituída por zeros (0) ou uns (1), 
especificando os m graus de liberdade onde estão aplicadas as entradas u(t). Assim a equação (2.1) 
pode ser escrita na seguinte forma: 
 ( ) ( ) ( ) ( )2 2t t t t+ + =M z C z K z B u  (2.2) 
Exemplo: Com um modelo de elementos finitos espacial, ver figura 2.2, desenvolvido com o programa 
SAP2000 (CSI, 2000), determinaram-se as matrizes de massa e de rigidez, condensadas aos 4 graus de liberdade 
já referidos (deslocamentos horizontais dos pisos segundo a direcção longitudinal). Nesse modelo numérico, os 
pisos do modelo do edifício são considerados como diafragmas rígidos no seu próprio plano. Na figura 2.2 
representa-se também o sistema estrutural condensado e indicam-se as correspondentes matrizes de massa e de 





1777 0 0 0
0 1773 0 0
0 0 1770 0
0 0 0 1712
Matriz de rigidez 10
22,202 -11,179 0,504 0,017
-11,179 17,359 -7,445 0,403
0,504 -7,445 13,613 -6,651





















Figura 2.2 – Matrizes de massa e de rigidez do sistema estrutural considerado para exemplo. 
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Frequências e modos de vibração de sistemas sem amortecimento: 
No caso de sistemas estruturais sem amortecimento, os seus valores e vectores próprios, 
correspondentes às suas frequências e modos naturais de vibração (sem forças externas aplicadas), 
podem ser determinados considerando a equação do movimento na situação de regime livre, ou seja: 
 ( ) ( )+ =t tM z K z 0  (2.3) 
Assumindo que a solução da equação (2.3) tem a forma ( ) = ϕ i tit ez λ , obtém-se a seguinte 
equação relativa a um problema de valores e vectores próprios: 
 ( )( )2i iλ ϕ− − =K M 0  (2.4) 
em que: ϕi (n × 1) com i = 1,...,n são os vectores próprios reais do sistema, correspondentes às 
soluções não triviais de (2.4) e também designados por modos de vibração; 
(-λ i2) com i = 1,...,n são os valores próprios reais do sistema, que no caso de sistemas não 
amortecidos são iguais ao quadrado das frequências próprias angulares ω i (rad/s) não 
amortecidas, verificando-se portanto que λ i = j ω i (em que j é o imaginário puro unitário, 
j 2 = -1); as frequências próprias f i (Hz) não amortecidas relacionam-se com as frequências 
próprias angulares ω i (rad/s) não amortecidas, através de  f i = ω i / (2 π). 
Os vectores próprios correspondentes aos n modos de vibração dum sistema estrutural podem 
ser reunidos na matriz modal Φ = [ϕ1 ... ϕn] (n × n) e as frequências próprias angulares ω i numa matriz 
diagonal \ \ =  Ω iω . Entre os vectores próprios e as matrizes de massa e de rigidez verificam-se as 
seguintes relações de ortogonalidade: 
 \ \\ \   = =   Φ Φ Φ Φ
T T
i im , kM K  (2.5) 
em que: mi e ki são, respectivamente, a massa modal e a rigidez modal correspondentes ao modo de 
vibração i, verificando-se a relação ω i2 = ki / mi. 
Os vectores próprios ϕi são sempre determinados a menos de um factor de escala, podendo-se, 
por conveniência para a resolução da equação do movimento, normalizá-los relativamente à matriz de 
massa, de modo a que se verifiquem as relações: 
 2= =Φ Φ Ι Φ Φ ΩT Tm m m m,M K  (2.6) 
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em que: Φm (n × n) é a matriz que tem como colunas os vectores próprios ϕmi normalizados 
relativamente à matriz de massa, que podem ser determinados através de =ϕ ϕmi i im ; 
Ι (n × n) é a matriz identidade. 
Exemplo: Considerando as matrizes de rigidez e massa anteriormente apresentadas, determinaram-se os valores 
próprios, frequências próprias, matriz modal e matriz modal normalizada, que se indicam em seguida (estes 
cálculos, bem como os que serão apresentados adiante, referentes a este exemplo, foram efectuados com 
programas desenvolvidos em MatLab (MathWorks, 2000)): 
[ ]2 2 1
2
Valores próprios Frequências angulares Frequências
550,2 23,46 23,46 0 0 0
4130,4 64,27 0 64,27 0 0
10419,4 102,08 0 0 102,08 0
18503,2 136,03 0 0 0 136,03
i i
rad .s rad .s Hz
fλ ω
− −      
     
     
− = = =     
     







Matriz de massa modalMatriz modal (vectores próprios)
0,256 0,747 -0,669 1,000 3525 0 0
0,526 1,000 -0,176 -0,936
0,826 0,177 1,000 0,435

















Matriz de rigidez modal 10
0 1,939 0 0 0
0 4192 0 0 0 17,31 0 0
0 0 3196 0 0 0 33,30 0
0 0 0 3694 0 0 0 68,34
Matriz modal normalizada em relação










   
   
  =  
   







1 0 0 01 -11,837 16,454 550,2 0 0 0
0 1 0 08,852 15,445 -3,119 -15,401 0 4130,4 0 0
0 0 1 013,906 2,738 17,689 7,155 0 0 10419,4 0
0 0 0 116,844 -13,821 -10,251 -2,103 0 0 0 18503,2
T T
m m m m
rad .s−  
    
    
=   =   
    
       
Φ Φ Φ ΦM K

 
Na figura 2.3 apresentam-se os vectores próprios do sistema estrutural que se está a analisar, através da 
representação gráfica das configurações modais calculadas com o modelo de elementos finitos espacial já 
referido. 
 1º modo – f = 3,733 Hz 2º modo – f = 10,229 Hz 3º modo – f = 16,246 Hz 4º modo – f = 21,649 Hz 
     
Figura 2.3 – Configurações dos modos de vibração do sistema estrutural considerado para exemplo. 
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Frequências e modos de vibração de sistemas com amortecimento proporcional: 
Na situação de sistemas estruturais com amortecimento (C2 ≠ 0), o produto matricial ΦT C2 Φ 
pode resultar ou não numa matriz diagonal, dependendo da distribuição, no sistema estrutural, dos 
mecanismos responsáveis pela dissipação de energia. No primeiro caso (C2 também é diagonalizada 
pela matriz modal), diz-se que o sistema tem amortecimento proporcional ou clássico (Ventura e 
Brincker, 2000). Se o referido produto matricial resultar numa matriz não diagonal, então o sistema 
tem amortecimento não proporcional ou não clássico, situação que adiante será abordada. 
Um caso especial de amortecimento proporcional é o chamado amortecimento de Rayleigh, 
em que a matriz de amortecimento é dada por uma combinação linear da matriz de massa e da matriz 
de rigidez: 
 2 = +C M Kα β  (2.7) 
em que: α e β são duas constantes. 
Ao considerar-se um amortecimento do tipo de Rayleigh está-se no fundo a admitir que o 
amortecimento tem uma distribuição, ao longo do sistema estrutural, semelhante à distribuição da 
massa e da rigidez. Tal parece ser uma hipótese verosímil, pelo menos no caso de estruturas 
constituídas por um material homogéneo, e em que não existam outros mecanismos responsáveis por 
parte significativa da dissipação de energia, que não sejam os associados ao próprio funcionamento do 
material das estruturas. 
Um outro caso de amortecimento proporcional é o chamado amortecimento de Caughey, em 













C M M Kα  (2.8) 
em que: α i são constantes. 
A condição geral que a matriz C2 deve satisfazer para que se verifique uma situação de 
amortecimento proporcional é a seguinte relação (Allemang, 1999): 
 1 1 1 12 2
− − − −       =       
s r r s
M C M K M K M C  (2.9) 
em que: s e r são dois números inteiros. 
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Considerando então a situação de amortecimento proporcional e introduzindo a transformação 
de coordenadas ( ) ( )= Φ mt tz z , em que ( )m tz  (n × 1) é o vector de coordenadas modais; pré-
multiplicando a equação (2.2) por ΦT, obtém-se: 
 ( ) ( ) ( ) ( )2 2+ + =Φ Φ Φ Φ Φ Φ ΦT T T Tm m mt t t tM z C z K z B u  (2.10) 
Na situação de amortecimento proporcional, a matriz C2 também é diagonalizada pela matriz 
modal Φ, ou seja: 
 \ \ \ \ \2 \ \ \ \ \2 2
T
i i i i i i i ic m m mξ ω ξ ωΦ Φ Γ         = = = =         C  (2.11) 
Na expressão (2.11) introduziu-se o coeficiente de amortecimento modal ξ i, que é definido 
como a relação entre a constante de amortecimento e o amortecimento crítico, ξ i = c i / (2 m i ω i). 
Introduzindo as relações (2.5) e (2.11) na equação do movimento expressa em termos de coordenadas 
modais (2.10), obtém-se o seguinte sistema de equações desacopladas: 






+ + =  
  
Ι Γ Ω ΦTm m m
i
t t t t
m
z z z B u  (2.12) 
Os vectores próprios dum sistema com amortecimento proporcional coincidem com os 
vectores próprios desse mesmo sistema sem amortecimento, uma vez que a matriz C2 também é 
diagonalizada pela matriz modal Φ. Considerando a forma homogénea da equação (2.12) pode-se 
verificar que os correspondentes valores próprios λ i, têm que satisfazer a equação característica 
λ i2 + 2 ξ i ω i λ i + ω i2 = 0, de cuja resolução se obtêm as relações: 
 2 21 1*i i i i i i i i i ij , jλ ξ ω ω ξ λ ξ ω ω ξ= − + − = − − −  (2.13) 
 ( )i i i i i, Reω λ ξ λ λ= = −  (2.14) 
Em geral, os parâmetros necessários para a construção da matriz de rigidez e da matriz de 
massa, nomeadamente o módulo de elasticidade e a massa específica, podem ser determinados por 
ensaios de caracterização mecânica dos materiais que constituem as estruturas. No que se refere à 
matriz de amortecimento, já não é possível proceder da mesma forma, podendo-se no entanto avaliar 
os coeficientes de amortecimento modal ξ i através da análise da informação obtida em ensaios 
dinâmicos das estruturas (conforme adiante se apresentará neste trabalho). É então possível, 
considerando os coeficientes de amortecimento modal ξ i obtidos experimentalmente, construir a 
matriz de amortecimento C2 através de: 










   = =     
  




C M Mξ ω ξ ω  (2.15) 
Exemplo: Considerando a relação (2.7), as matrizes de rigidez e massa anteriormente apresentadas, e arbitrando 
valores para as constantes α e β, formou-se uma matriz de amortecimento viscoso proporcional, que se indica 




Matriz de amortecimento Coeficientes de amorteci
8082,4 -3353,8 151,3 5,0
0 8 -3353,8 6626,6 -2233,5 120,8(2.7) (2.11)
151,3 -2233,5 5499,8 -1995,20 0003










=   ⇒ = ⇒ 

















Alternativamente, utilizando a relação (2.15), construiu-se uma matriz de amortecimento viscoso proporcional de 
maneira que todos os coeficientes de amortecimento sejam de 2,00 % (nos cálculos subsequentes esta é a matriz 
de amortecimento viscoso que será considerada). 
[ ] 1
2
Coeficientes de amortecimento Matriz de amortecimento
2,00 7596,0 -2313,3 -241,5 -105,1
2,00 -2313,3 6344,8 -1885,7 -310,0(2.15)







  = ⇒  =
  









Frequências e modos de vibração de sistemas com amortecimento viscoso em geral: 
Nem sempre a hipótese de amortecimento proporcional é válida, nomeadamente em sistemas 
estruturais em que a existência de diferentes materiais, as ligações entre elementos, as condições de 
apoio, ou o efeito de elementos não estruturais, resultam numa grande complexidade das distribuições 
de rigidez, massa e amortecimento (que em termos de sistemas discretizados se traduzem nas 
correspondentes matrizes). 
A existência de dispositivos de amortecimento localizados numa estrutura, é também um caso 
em que a dissipação de energia fica concentrada nalguns pontos, não havendo portanto uma 
proporcionalidade da matriz de amortecimento relativamente à matriz de massa e/ou de rigidez. 
Na situação de sistemas com amortecimento viscoso em geral, a matriz de amortecimento C2 
não é necessariamente diagonalizada pela matriz modal Φ, e os vectores próprios do sistema 
amortecido não coincidem necessariamente com os vectores próprios do sistema não amortecido. Para 
determinar os valores e vectores próprios de sistemas nessa situação, é necessário introduzir uma 
alteração à equação do movimento (2.2), transformando-a, de um sistema de n equações diferenciais 
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de 2ª ordem, num sistema de 2n equações diferenciais de 1ª ordem. Assim, definindo o vector de 
estado x(t) (2n × 1) e as matrizes As (2n × 2n) e Bs (2n × 2n) através de: 




     = = =         
2z C M K 0x A B
M 0 0 -Mz
 (2.16) 
e introduzindo a igualdade ( ) ( )=t tM z M z , é possível verificar que a equação (2.2) pode ser 
expressa de forma equivalente através de: 
 ( ) ( ) ( )s st t t
 + =   
2BA x B x u
0
 (2.17) 
Da forma homogénea da equação (2.17) resulta um problema de valores e vectores próprios, 
de onde se podem avaliar as 2n frequências naturais complexas e os 2n vectores próprios complexos. 
Em forma matricial, esse problema de valores e vectores próprios pode ser expresso através de: 
 + =Ψ Λ Ψs c sA B 0  (2.18) 
em que: Ψ (2n × 2n) é uma matriz que tem como colunas os 2n vectores próprios complexos; 
\
\ =  Λc iλ  (2n × 2n) é uma matriz diagonal que contém os 2n valores próprios 
complexos λ i. 





= =   





Λ Θ Λ Θ Λ
 (2.19) 
em que: Λ (n × n) e Θ (n × n) são as matrizes dos valores próprios complexos e dos vectores 
próprios complexos correspondentes ao problema inicial expresso através do sistema de 
equações diferenciais de 2ª ordem (2.1) ou (2.2); a partir de (2.18) e considerando (2.16) 
pode-se verificar que as matrizes Λ e Θ satisfazem a seguinte relação: 
 2Θ Λ + Θ Λ + Θ =M C K 0  (2.20) 
Tal como para os sistemas com amortecimento proporcional, os valores próprios λ i 
relacionam-se com as frequências próprias angulares não amortecidas ω i, e com os coeficientes de 
amortecimento modal ξ i, através da relação (2.13). 
As matrizes As e Bs são diagonalizadas pela matriz Ψ, verificando-se portanto as seguintes 
relações: 
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 \ \\ \
Τ Τ   = =   Ψ Ψ Ψ Ψs i s ia , bA B  (2.21) 
em que as matrizes diagonais \ \  ia  e 
\
\  ib  são designadas, respectivamente por matriz modal A e 












λ  (2.22) 
Exemplo: Para o sistema estrutural considerado para exemplo, apresentam-se em seguida as matrizes referidas 
nas relações (2.16), (2.18), (2.19) e (2.21). Note-se que a matriz de amortecimento viscoso que está a ser 
considerada é uma matriz de amortecimento proporcional, embora o maior interesse da formulação que envolve 
as matrizes apresentadas seja o facto de ser aplicável em sistemas com amortecimento não proporcional. 
3
7596 -2313 -242 -105 1777 0 0 0 22202 -11179 504 17 0 0 0 0
-2313 6345 -1886 -310 0 1773 0 0 -11179 173
-242 -1886 5504 -2120 0 0 1770 0
-105 -310 -2120 3546 0 0 0 1712
1777 0 0 0 0 0 0 0
0 1773 0 0 0 0 0 0
0 0 1770 0 0 0 0 0














59 -7445 403 0 0 0 0
504 -7445 13613 -6651 0 0 0 0
17 403 -6651 6216 0 0 0 0
0 0 0 0 -1,777 0 0 0
0 0 0 0 0 -1,773 0 0
0 0 0 0 0 0 -1,770 0
0 0 0 0 0 0 0 -1,712

















-2,042 + 102,06 23,46 3,733
-2,721 + 136,00 64,27 10,229(2.14)
-0,469 - 23,45 102,08 16,

















 ⇒ = =      




[ ] [ ]
0,256 0,747 -0,669 1,000 0,256 0,747 -0,669 1,000
0,526 1,000 -0,176 -0,936 0,526 1,000 -0,176 -0,936





Matriz dos vectores próprios
iHz %ξ
   
   
=   
   
      
=Ψ
1,000 0,435
1,000 -0,895 -0,580 -0,128 1,000 -0,895 -0,580 -0,128
-0,120 + 6,014 -0,960 + 48,01 1,366 - 68,29 -2,721 + 136,0 -0,120 - 6,014 -0,960 - 48,01 1,366 + 68,29 -2,721 - 136,0
-0,247 + 12,33 -1,285 + 64
j j j j j j j j
j ,26 0,360 - 18,00 2,546 - 127,3 -0,247 - 12,33 -1,285 - 64,26 0,360 + 18,00 2,546 + 127,3
-0,387 + 19,36 -0,228 + 11,39 -2,042 + 102,1 -1,183 + 59,14 -0,387 - 19,36 -0,228 - 11,39 -2,042 - 102,1 -1,18
j j j j j j j
j j j j j j j
5
3 - 59,14
-0,469 + 23,45 1,150 - 57,50 1,183 - 59,14 0,348 - 17,38 -0,469 - 23,45 1,150 + 57,50 1,183 + 59,14 0,348 + 17,38


























 10,047 13,663 + 0,273310
- 1,653 0,3877 - 0,0078
- 5,387 3,4615 - 0,0692
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2.3 Representação de estado de sistemas no tempo contínuo 
Na secção anterior, ao analisar os sistemas com amortecimento viscoso em geral, foi já 
necessário recorrer a um vector de estado x(t) (ver equação (2.16)) que contém os deslocamentos e as 
velocidades segundo os n graus de liberdade. A equação (2.17), então apresentada, é já uma equação 
de estado, no entanto, não está ainda na forma usualmente considerada no domínio da engenharia de 
sistemas de controlo (e portanto na forma que serve de base a alguns métodos de identificação modal 
estocástica, que serão apresentados e aplicados no capítulo 4). Para obter a equação de estado nessa 
forma, é ainda necessário introduzir algumas alterações, conforme se apresenta em seguida. 
Equação de estado: 
Por pré-multiplicação da equação (2.2) pela inversa da matriz de massa pode-se escrever: 
 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 12 2− − −+ + =t t t tz M C z M K z M B u  (2.23) 





( ) ( )1 1 12 2
t t
t
t t− − −
   Ι   
= +      − −      
z z0 0
u
z zM K M C M B
 (2.24) 
que escrita em notação mais compacta, resulta em: 
 ( ) ( ) ( )= +c ct t tx A x B u  (2.25) 
em que: Ac (2n × 2n) é designada por matriz de estado, matriz do sistema ou matriz dinâmica; 
Bc (2n × m) é a matriz de entrada. 
As matrizes Ac e Bc podem ser relacionadas com as matrizes As e Bs (2.16) através de: 
 21 11 1 1
2 2
c s s c s,
− −
− − −
Ι    
= − = = =    − −     
0 0B
A A B B A
M K M C M B0
 (2.26) 
Considerando as relações (2.21), (2.22) e (2.26), pode-se verificar que: 
 ( )( ) ( )( )11 \ 1 1 \ 1 1\ \c i i ca bΨ Ψ Ψ Ψ Ψ Λ Ψ−− − − − −   = − =   A T T  (2.27) 
A equação (2.27) mostra que as matrizes Λc e Ψ contêm, respectivamente, os valores próprios 
e os vectores próprios da matriz de estado Ac. Portanto, as características dinâmicas (frequências 
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naturais, coeficientes de amortecimento e modos de vibração) de um sistema estão de facto descritas 
na sua matriz de estado Ac. 
Equação de observação: 
Para além da equação de estado (2.25), que corresponde à equação (2.17) expressa duma 
maneira diferente, a representação de estado, utilizada em engenharia de sistemas de controlo, envolve 
uma segunda equação designada por equação de observação. Com esta 2ª equação associada à equação 
de estado, faz-se com que a representação de estado seja uma descrição do comportamento de entrada-
resposta dum sistema. Essa equação constitui também, de certa forma, uma maneira de estabelecer 
uma ligação entre o modelo dum sistema, e as respostas que podem ser observadas (medidas) 
experimentalmente. 
De facto, na observação experimental do comportamento dinâmico de estruturas, não é 
possível, em geral, medir a resposta em todos os n graus de liberdade que podem ser considerados 
num modelo analítico discretizado. Essa observação tem que restringir-se a um número de graus de 
liberdade menor do que n, podendo, em geral, incluir acelerações, velocidades ou deslocamentos. 
Considere-se então que as ne respostas observadas, de um determinado sistema estrutural, são 
organizadas num vector de resposta y(t) (ne × 1): 
 ( ) ( ) ( ) ( )= + +a v dt t t ty C z C z C z  (2.28) 
em que: Ca (ne × n), Cv (ne × n) e Cd (ne × n) são as matrizes de localização das respostas 
observadas, respectivamente, para acelerações, velocidades e deslocamentos; estas matrizes 
são constituídas por zeros (0) ou uns (1), especificando os graus de liberdade observados. 
Considerando a equação (2.2) e a definição do vector de estado (2.16), a expressão (2.28) pode 
ser transformada na seguinte expressão designada por equação de observação: 
 ( ) ( ) ( )= +c ct t ty C x D u  (2.29) 
em que: Cc (ne × 2n) é a matriz de resposta; 
Dc (ne × m) é a matriz de transmissão directa; 
sendo estas duas matrizes dadas por: 
 ( ) ( )1 1 12 2c d a v a c a,− − − = − − = C C C M K C C M C D C M B  (2.30) 
que, no caso de se observarem apenas acelerações (a situação mais comum em ensaios 
dinâmicos de estruturas), podem ser simplificadas para: 
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 ( ) ( )1 1 12 2c a a c a,− − − = − − = C C M K C M C D C M B  (2.31) 
Representação de estado: 
A representação de estado dum sistema no tempo contínuo é portanto expressa através da 
equação de estado (2.25) e da equação de observação (2.29), indicadas novamente em seguida, e de 
que se apresenta, na figura 2.4, uma descrição gráfica através dum diagrama de blocos (Carvalhal, 
1989; Ribeiro, 2002). 
 
( ) ( ) ( )







x A x B u






Cc∫+ + ( )ty
( )tx( )tx
 
Figura 2.4 – Diagrama de blocos da representação de estado dum sistema no tempo contínuo. 
Exemplo: Para o sistema estrutural considerado para exemplo, apresentam-se em seguida as matrizes da 
representação de estado (2.32). São consideradas duas situações, ilustradas na figura 2.5, em que o sistema é 
actuado em todos os graus de liberdade; na primeira situação observa-se a resposta em aceleração segundo os 




















1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
a
u t
u tt u t
u t
z t
z tt z t
z t
       = ⇒ =         










( ) ( )4 4y t = z t
( ) ( )3 3y t = z t
( ) ( )2 2y t = z t













1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 1a
u t
u tt u t
u t
t z t
       = ⇒ =         










( ) ( )4y t = z t1) 2)
 
Figura 2.5 – Situações consideradas para exemplificar a formulação de estado. 
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As matrizes de estado Ac e as matrizes de entrada Bc são idênticas nas duas situações consideradas, uma vez que 
não há qualquer diferença nem no sistema nem nas forças que sobre ele actuam. 
Matriz de estado
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
-12493 6291 -283,7 -9,33 -4,274 1,302 0,136 0,059
6303 -9788 4198 -227,1 1,304 -3,577 1,063 0,175
-284,9 4206 -7691 3757 0,136 1,065 -3,110 1,198




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 010
562 7 0 0 0
0 563 8 0 0
0 0 565 0 0






   
   
   
   
   
=   
   
   
   
   
   
B
 
Quanto às matrizes de resposta Cc e às matrizes de transmissão directa Dc, já há diferenças nas duas situações 
consideradas, uma vez que há uma alteração nos graus de liberdade que são observados. 
Situação 1)
Matriz de resposta
-12493 6291 -283,7 -9,33 -4,274 1,302 0,136 0,059
6303 -9788 4198 -227,1 1,304 -3,577 1,063 0,175
-284,9 4206 -7691 3757 0,136 1,065 -3,110 1,198











Matriz de transmissão directa
562 7 0 0 0
0 563 8 0 010
0 0 565 0 0
0 0 0 584 3
Situação 2)
Matriz de transmissão directaMatriz de resposta













     
= =
D
C D [ ]84 3,
 
Transformação de coordenadas e decomposição modal: 
O vector de estado x(t) foi até agora considerado como sendo formado pelos deslocamentos e 
velocidades segundo os n graus de liberdade dum sistema. Esse não é o único vector de estado 
possível, podendo-se representar um mesmo sistema através de inúmeros vectores de estado (Ribeiro, 
2002). A alterações do vector de estado considerado, correspondem também alterações das matrizes da 
representação de estado dum sistema. Podem-se estabelecer relações entre cada representação de 
estado dum sistema, através de transformações de coordenadas traduzidas em matrizes T (2n × 2n) não 
singulares. Um novo vector de estado ( )tx  pode então ser definido de modo que: 
 ( ) ( )=t tx T x  (2.33) 
Considerando o novo vector de estado ( )tx , as equações (2.32) transformam-se em: 
 
( ) ( ) ( )







x A x B u
y C x D u
 (2.34) 
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em que as matrizes cA  (2n × 2n), cB  (2n × m), cC  (ne × 2n) e cD  (ne × m) são dadas por: 
 1 1− −= = = =c c c c c c c c, , ,A T A T B T B C C T D D  (2.35) 
Uma transformação de coordenadas que pode ser definida, com evidentes vantagens em 
termos da forma em que se obtêm as matrizes da representação de estado, é a que corresponde a 
considerar um vector de estado xm(t) expresso em termos de coordenadas modais. Nesse caso a matriz 
de transformação T coincide com a matriz modal Ψ, ou seja: 
 ( ) ( )mt t=x xΨ  (2.36) 
Considerando as expressões (2.34), (2.35), (2.36) e a decomposição modal (2.27) da matriz de 
estado, pode-se verificar que a representação de estado em termos de coordenadas modais pode ser 
expressa através de: 
 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
T






x x L u
y V x D u
Λ
 (2.37) 
em que: LTc (2n × m) é a matriz de entrada modal, normalmente designada por matriz dos factores 
de participação modal; 
Vc (ne × 2n) é a matriz de resposta modal, que representa a parte dos modos de vibração 
que pode ser observada na resposta; 
sendo estas duas matrizes dadas por: 
 1Tc c c c,
−= =L B V CΨ Ψ  (2.38) 
Uma representação de estado em que a matriz de estado é uma matriz diagonal (como é o caso 
de (2.37) expressa em termos de coordenadas modais) é denominada representação de estado na forma 
diagonal ou na forma canónica de Jordan (Ribeiro, 2002). O interesse neste tipo de representação está 
no facto da matriz Λc ter uma estrutura diagonal, o que permite desacoplar as contribuições dos 
diferentes modos para a resposta total dum sistema. 
Na representação (2.37), a matriz de transmissão directa não está decomposta em termos de 
contribuições modais, ao contrário das outras matrizes da representação de estado. Pode-se verificar 










   = =    ∑D V L v l  (2.39) 
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em que:   civ  (ne × 1) é a i-ésima coluna da matriz Vc; 
T
ci  l  (1 × m) é a i-ésima linha da matriz L
T
c. 
A resposta total dum sistema pode ser considerada como dada por: 







t ty y  (2.40) 
em que: yi (t) (ne × 1) é a contribuição do modo i para a resposta total, que resulta da seguinte 
representação de estado: 
 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1
T
mi i mi ci
T
i ci mi ci ci
i
x t x t t
t x t t
λ
λ
 = +  
     = +     
l u
y v v l u
 (2.41) 
em que: xmi (t) é a i-ésima componente do vector de estado expresso em termos de coordenadas 
modais. 
Exemplo: Para o sistema estrutural considerado para exemplo, apresentam-se em seguida as matrizes da 
representação de estado (2.37) em termos de coordenadas modais, apenas para a primeira situação da figura 2.5. 
( )1


































Matriz de entrada modal
-1,551 -3,179 +4,994 -6,049
-1,387 -1,856 -0,329 +1,661
+1,026 +0,270 -1,533 +0,888
-0,995 +0,932 -0,433 +0,12710
+1,551 +3,179 -4,994 +6,049
+1,387 +1,856 +0,329 -1,66
T
c
j j j j
j j j j
j j j j
j j j j







-141,0-5,642 -3084-123,4 6967+278,8 -18488-740,0 -141,0+5,642 -3084+123,4 6967-278,8 -18488+7
1
-1,026 -0,270 +1,533 -0,888
+0,995 -0,932 +0,433 -0,127
Matriz de resposta modal
c
j j j j j j j
j
j j j j














-288,9-11,56 -4127-165,2 1836+73,48 17305+692,6 -288,9+11,56 -4127+165,2 1836-73,48 17305-692,6
-453,9-18,17 -731,6-29,28 -10411-416,7 -8040-321,8 -453,9+18,17 -731,6+29,28 -10411+416,7 -8040+321
j
j j j j j j j j
j j j j j j j ,8
-549,8-22,00 3693+147,8 6034+241,5 2363+94,56 -549,8+22,00 3693-147,8 6034-241,5 2363-94,56
j







Redução de modelos: 
A identificação modal que pode ser efectuada por análise da informação obtida em ensaios 
dinâmicos de estruturas é sempre limitada em termos de banda de frequências, não sendo possível 
identificar as características de todos os modos que se conseguem calcular com modelos analíticos. 
Tal deve-se às limitações dos transdutores e sistemas de aquisição, às características da excitação (o 
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que tem maior importância no caso de ensaios em que essa excitação é a existente na situação de 
funcionamento normal das estruturas) e também à maior densidade modal nas altas frequências, o que 
dificulta a identificação experimental dos modos de ordem mais elevada (Maia et al., 1998). 
Compreende-se assim, que tenha interesse efectuar a redução de modelos, ou seja limitar também o 
número de modos considerados nos modelos analíticos. 
A representação de estado expressa em termos de coordenadas modais (2.37) permite utilizar 
uma forma de efectuar a redução de modelos (Peeters, 2000). Considere-se então que o vector de 
estado é subdividido no vector xr (t) (2r × 1) correspondente aos r modos a reter no modelo reduzido, 
e no vector xe (t) (2(n – r) × 1) relativo aos n - r modos a eliminar. A representação de estado pode 
























     
     = +
           
 










A redução do modelo é obtida considerando na equação de estado que ( )e t =x 0 , e 
substituindo a expressão resultante para ( )e tx  na equação de observação. Obtém-se assim a 
representação de estado do modelo reduzido: 
 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
T
r c r r c r





x x L u
y V x D u
Λ
 (2.43) 
em que a matriz de transmissão directa Dcr do modelo reduzido é dada por: 
 1 1T Tc r c ce ce ce cr cr cr
− −= − =D D V L V LΛ Λ  (2.44) 
Representação de estado de sistemas com amortecimento proporcional: 
Na exposição até agora efectuada, verificou-se que a representação de estado (2.32) constitui 
uma forma adequada de formular o comportamento dinâmico de sistemas com amortecimento viscoso 
em geral. Analisa-se agora a forma das matrizes da formulação de estado, na situação particular de 
sistemas com amortecimento proporcional. Note-se que, como se verificou em 2.2, nesse caso não 
seria necessário recorrer a vectores de estado e à formulação de estado, no entanto considera-se que 
tem interesse analisar essa situação particular, conforme se apresenta em seguida. 
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Na situação de amortecimento proporcional, os modos de vibração de um sistema são 
designados por modos normais. Para obter a representação de estado expressa em termos de 
coordenadas modais normais, pode-se utilizar uma transformação de coordenadas em que a matriz de 
transformação é constituída pelos vectores modais normais, tal como se indica em seguida: 
 ( ) ( )n mn nt t ,
 
= =  
 
0





O vector de estado expresso em termos de coordenadas modais normais ( )mn tx  é constituído 
pelos deslocamentos e velocidades modais. A correspondente representação de estado é: 
 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )






x A x B u
y C x D u
 (2.46) 
Tendo em conta as relações (2.35), pode-se verificar que as matrizes Acn (2n × 2n), Bcn 
(2n × m), Ccn (ne × 2n) e Dcn (ne × m) são dadas por: 
 1
2cn n c n
−
 
= =  
 − 
0
















 ( ) ( )2cn c n d a v a = = − − C C T C C C CΦ Φ Ω Φ Φ Γ  (2.49) 
 \ \ 21
T
cn c a im = =  D D C BΦ Φ  (2.50) 
Tem também interesse estabelecer uma relação entre a representação de estado (2.46) expressa 
em termos de coordenadas modais normais e a representação de estado (2.37) expressa em termos de 
coordenadas modais gerais (complexas). Essa relação pode ser expressa através duma matriz de 
transformação Tc e da sua inversa 1c
−T , que relacionam os vectores de estado ( )mn tx  e ( )m tx , tal 
como se indica nas duas expressões seguintes: 
 ( ) ( )mn c m ct t , ∗
 
= =  
  
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 ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
1 1
1 1
1 1m c mn ct t ,
− −∗ ∗ ∗
− −
− −∗ ∗
 − − −
 = =
 − − − 
x T x T
Λ Λ Λ Λ Λ
Λ Λ Λ Λ Λ
 (2.52) 
2.4 Funções de caracterização da resposta de sistemas no tempo contínuo 
Na apresentação até agora efectuada, as características dos sistemas estruturais foram 
expressas através de matrizes e vectores que correspondem a uma discretização espacial das suas 
propriedades mecânicas (como é o caso das matrizes M, C2 e K ou, no espaço de estado, Ac, Bc, Cc e 
Dc) ou que traduzem relações entre essas propriedades (como é o caso das matrizes Λc e Ψ com as 
características dinâmicas dos sistemas). Os sistemas estruturais podem também ser descritos por 
intermédio de funções que caracterizam a sua resposta, nomeadamente as funções de resposta em 
frequência, ou as funções de resposta impulsiva no domínio do tempo. Essas funções podem ser 
designadas por modelos de resposta dos sistemas (Maia et al., 1998; Ewins, 2000) uma vez que os 
caracterizam através da descrição da sua resposta. 
Para este trabalho, o interesse em analisar as funções de caracterização da resposta dos 
sistemas está no facto de que experimentalmente são elas que são avaliadas, iniciando-se a 
identificação modal pela análise dessas funções experimentais. 
A informação que é obtida directamente em ensaios dinâmicos de estruturas consiste, 
normalmente, nas séries temporais da resposta e, eventualmente, também das forças de excitação (no 
caso de ensaios com controlo e medição dessas forças). A transformação dessas séries para o domínio 
da frequência permite observar algumas das características dinâmicas das estruturas, servindo por isso 
de base a vários métodos de identificação modal, nomeadamente, ao primeiro método que será 
abordado no capítulo 4. 
A análise da informação obtida em ensaios dinâmicos, através da sua representação no 
domínio da frequência, passou a ter maior utilização com o desenvolvimento do algoritmo da 
transformada rápida de Fourier, FFT (Cooley e Tukey, 1965), que implementa, duma forma eficiente, 
o cálculo da transformada discreta finita de Fourier, pois é nesta operação matemática que se baseia a 
transformação das séries temporais para o domínio da frequência. 
No âmbito dos objectivos deste capítulo, importa demonstrar qual a representação no domínio 
da frequência dos modelos analíticos do comportamento dinâmico de sistemas estruturais. Tal será 
efectuado partindo da representação de estado (2.32), que se mostrou ser uma forma adequada de 
formular o comportamento dinâmico de sistemas com amortecimento viscoso em geral. Procura-se 
assim salientar que as características, que se podem observar nas representações no domínio da 
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frequência das séries temporais registadas experimentalmente, estão de facto relacionadas com as 
características dos sistemas, nomeadamente, com as suas características modais. 
Para além das funções de caracterização da resposta no domínio da frequência, apresentar-se-á 
também a forma analítica das funções de resposta impulsiva, que descrevem a resposta dos sistemas 
no domínio do tempo, a entradas de tipo impulso unitário. 
Funções de transferência: 
Admitindo condições iniciais nulas (deslocamentos e velocidades iniciais iguais a zero), 
através da aplicação da transformada de Laplace à representação de estado (2.32) obtém-se: 
 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
c c
c c




X A X B U
Y C X D U
 (2.53) 
em que: X(s), U(s) e Y(s) são as transformadas de Laplace de x(t), u(t) e y(t); 
s é designada por variável de Laplace (variável complexa, s = σ + jω). 
Utilizando a equação de estado em (2.53) para obter X(s) e substituindo na equação de 
observação, obtém-se a seguinte relação de excitação - resposta: 
 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1c c c c cs s s s sΙ −= − + =Y C A B D U H U  (2.54) 
em que Hc(s) é a matriz de funções de transferência do sistema, definida por: 
 ( ) ( ) 1c c c c cs s Ι
−
= − +H C A B D  (2.55) 
Considerando a decomposição modal da matriz Ac (2.27) e as relações (2.38), onde se define a 
matriz dos factores de participação modal TcL  e a matriz de resposta modal Vc, também se pode aplicar 
uma decomposição modal à expressão (2.55), obtendo-se: 
 ( ) ( ) 1 Tc c c c cs s Ι Λ
−
= − +H V L D  (2.56) 
No caso de se observarem apenas deslocamentos, a matriz de transmissão directa é nula 
(Dc = 0) e portanto a expressão (2.56) pode ser simplificada para: 
 ( ) ( ) 1 Tc c c cs s Ι Λ
−
= −H V L  (2.57) 
Fundamentos Analíticos da Identificação Modal Estocástica 
36 
Na situação de se observarem apenas acelerações, tendo em conta a decomposição modal da 
matriz de transmissão directa, ver expressão (2.39), a matriz de funções de transferência (2.56) pode 
ser escrita através de: 
 ( ) ( ) 11 Tc c c c cs s sΛ Ι Λ
−−= −H V L  (2.58) 
Pode-se ainda verificar (Peeters, 2000) que a expressão (2.58) da matriz de funções de 
transferência em aceleração pode ser transformada em: 
 ( ) ( ) 12 2 Tc c c c cs s sΛ Ι Λ
−−= −H V L  (2.59) 
As expressões (2.57) e (2.59) podem ser escritas noutras formas, mais utilizadas no domínio 
da análise modal experimental com controlo e medição das forças de excitação (Heylen et al., 1997; 
Maia et al., 1998; Allemang, 1999; Ewins, 2000), em que se torna mais clara a contribuição de cada 
modo do sistema para as suas funções de transferência. A matriz de funções de transferência em 
deslocamento pode assim ser expressa através de: 









= +  − − 
∑
Re Re
H C B  (2.60) 













= +  − − 
∑
Re Re
H C B  (2.61) 
em que: Rei (n × n) são os denominados resíduos correspondentes ao modo i, que são dados por: 
 





Re  (2.62) 
em que: [ ]iθ  (n × 1) é a i-ésima coluna da matriz Θ, ver expressão (2.19), ou seja é um vector 
próprio do sistema; 
ai são os elementos da matriz modal A, ver expressão (2.21). 
Nas expressões (2.60) e (2.61) os termos abrangidos pelo somatório correspondem à matriz de 
transferência completa, envolvendo todos os n graus de liberdade dum sistema discretizado. Através 
da pré-multiplicação por Cd ou Ca e da pós-multiplicação por B2, seleccionam-se apenas os graus de 
liberdade observados e aqueles em que é aplicada a excitação. 
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Exemplo: Para o sistema estrutural considerado para exemplo, representa-se na figura 2.6 uma parte da 
superfície da amplitude da função de transferência em aceleração Hc[1,1] definida no plano da variável complexa 
s. Esta função de transferência foi calculada através da expressão (2.58). 
Na figura 2.6, no plano de amplitude 10-6 mg/N indica-se também a localização dos pólos (valores próprios) do 
sistema. Salienta-se ainda a traço negro a linha de intersecção do plano em que Real(s) = 0 com a superfície da 
função de transferência; conforme se indicará em seguida, essa linha corresponde à função de resposta em 
frequência do sistema. 
 
Figura 2.6 – Amplitude da função de transferência em aceleração Hc[1,1] do sistema considerado para exemplo. 
Funções de resposta em frequência: 
As funções de resposta em frequência (FRF) têm um maior interesse sob um ponto de vista da 
análise modal experimental, uma vez que são essas funções que é possível avaliar experimentalmente 
(no caso de ensaios com controlo e medição das forças de excitação) e não as funções de transferência. 
A matriz de FRF pode ser definida através da matriz de funções de transferência restringida a 
valores imaginários da variável de Laplace (s = jω), resultando portanto numa matriz de funções no 
domínio da frequência ω, que pode ser expressa através de: 
 ( ) ( ) 1c c c c cjω ω Ι
−
= − +H C A B D  (2.63) 
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ou, de forma equivalente, através de: 
 ( ) ( ) 1 Tc c c c cjω ω Ι Λ
−
= − +H V L D  (2.64) 
No caso de se observarem apenas deslocamentos, a expressão (2.64) transforma-se em: 
 ( ) ( ) 1 Tc c c cjω ω Ι Λ
−
= −H V L  (2.65) 
Na situação de se observarem apenas acelerações, a FRF (2.64) pode ser escrita através de: 
 ( ) ( ) ( ) 122 Tc c c c cj jω ω ωΛ Ι Λ
−−= −H V L  (2.66) 
Tal como para as funções de transferência, as expressões (2.65) e (2.66) podem ser escritas 
noutras formas, em que se realça melhor a contribuição de cada modo do sistema para a matriz de 
FRF. Assim, no caso da resposta observada ser constituída por deslocamentos, a matriz de FRF, que 
neste caso também é designada por receptância (Maia et al., 1998), pode ser expressa através de: 





i i ij j
ω
ω λ ω λ=
 
= +  − − 
∑
Re Re
H C B  (2.67) 
Se a resposta observada for constituída por acelerações, a matriz de FRF, que neste caso 








i i ij j
ω ω
ω
ω λ ω λ=
 
= +  − − 
∑
Re Re
H C B  (2.68) 
No caso dos ensaios com controlo e medição das forças de excitação, as FRF podem ser 
avaliadas aplicando técnicas não-paramétricas de processamento de sinal, nomeadamente o algoritmo 
da transformada rápida de Fourier (FFT), às séries temporais das forças de excitação e das respostas 
do sistema. Muitos métodos de identificação modal utilizados nessa situação consistem pois no ajuste 
das expressões analíticas (2.67) ou (2.68) às FRF obtidas por via experimental. 
Exemplo: Na figura 2.7 representa-se uma parte da amplitude e fase de toda a matriz de funções de resposta em 
frequência em aceleração, do sistema estrutural considerado para exemplo. Estas funções de resposta em 
frequência foram calculadas através da expressão (2.66). 
Na figura 2.8 representa-se uma parte da amplitude e fase da função de resposta em frequência em aceleração 
Hc[1,1]. Nessa figura indicam-se também as contribuições de cada um dos quatro modos de vibração do sistema, 
para a FRF total, e ainda as frequências onde se verificam os picos da amplitude da FRF representada. 
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Figura 2.7 – Amplitude e fase das FRF em aceleração do sistema considerado para exemplo. 
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Figura 2.8 – Amplitude e fase da FRF em aceleração Hc[1,1] do sistema considerado para exemplo. 
Na figura 2.8, pode-se verificar que na vizinhança dos picos da amplitude da FRF, a resposta do sistema é 
dominada por um dos modos de vibração, havendo no entanto alguma contribuição dos restantes modos, efeito 
este que seria superior se as frequências dos modos fossem mais próximas e se o amortecimento fosse maior. 
Devido ao facto do sistema ser amortecido, as frequências indicadas na figura 2.8 que correspondem aos picos da 
amplitude da FRF, não coincidem exactamente com as suas frequências naturais não amortecidas, no entanto 
são-lhes muito próximas. 
Em sistemas de um grau de liberdade, com frequência própria angular não amortecida ωn e coeficiente de 
amortecimento ξ, os máximos da amplitude da FRF verificam-se para frequências ωp com valores de: 
 - 21 2p nω ω ξ= − , para a FRF em deslocamento; 
 - p nω ω= , para a FRF em velocidade; 
 - 21 2p nω ω ξ= − , para a FRF em aceleração. 
Em sistemas com vários graus de liberdade, a soma da contribuição dos diferentes modos, também introduz uma 
ligeira diferença adicional entre as frequências onde se verificam os picos da amplitude da FRF total, e as 
frequências naturais não amortecidas. No entanto, para os valores usuais do amortecimento de estruturas 
(ξ < 10 %) é razoável considerar que os picos da amplitude das FRF, verificam-se nas frequências naturais das 
estruturas, embora não se deva deixar de ter em conta que tal não é exacto. 
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Funções de densidade espectral da resposta de um sistema: 
Dada a sua importância para a identificação modal estocástica, tem grande interesse para este 
trabalho, analisar a representação analítica das funções de densidade espectral da resposta de um 
sistema sujeito a uma entrada u(t) que não é conhecida duma forma determinística, mas que pode ser 
considerada como um processo estocástico caracterizado por determinadas propriedades estatísticas. 
Considere-se então que a entrada u(t) é um processo estocástico gaussiano de tipo ruído 
branco com média nula E[u(t)] = 0. A matriz de funções de covariância Πu(τ) desse processo é dada 
por (Peeters, 2000): 
 ( ) ( ) ( ) ( )Tu uE t tτ τ δ τΠ Π = + = u u  (2.69) 
em que: Πu (m × m) é uma matriz de valores constantes; 
δ (τ) é a função delta de Dirac. 
A matriz de funções de densidade espectral Su(ω) do processo estocástico de entrada u(t) pode 
ser definida (Bendat e Piersol, 2000) considerando as relações de Wiener-Khinchine, através da 
transformada de Fourier da sua matriz de funções de covariância Πu(τ), ou seja: 




= =∫S  (2.70) 
Num sistema com matriz de funções de resposta em frequência Hc(ω), a matriz de funções de 
densidade espectral da resposta Sy(ω) relaciona-se com a matriz de funções de densidade espectral da 
entrada Su(ω), através da seguinte expressão (Bendat e Piersol, 2000): 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T*y c u cω ω ω ω=S H S H  (2.71) 
No caso da entrada u(t) ser um processo estocástico gaussiano de tipo ruído branco com média 
nula, a expressão (2.71) pode ser simplificada para: 
 ( ) ( ) ( ) ( )T*y c u cω ω ωΠ=S H H  (2.72) 
Considerando a relação (2.64), a expressão (2.72) resulta em: 
 ( ) ( )( ) ( )( )1 1
T*
T T
y c c c c u c c c cj jω ω ω
− − = − + − + 
 
Ι Λ Π Ι ΛS V L D V L D  (2.73) 
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No caso de se observarem apenas deslocamentos, a matriz de funções de densidade espectral 
simplifica-se para: 
 ( ) ( )( ) ( )( )1 1
T*
T T
y c c c u c c cj jω ω ω
− − = − − 
 
Ι Λ Π Ι ΛS V L V L  (2.74) 
Na situação de se observarem apenas acelerações, a matriz de funções de densidade espectral 
pode ser escrita através de: 
 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 12 22 2
T*
T T
y c c c c u c c c cj j j jω ω ω ω ω
− −− − = − − 
 
Λ Ι Λ Π Λ Ι ΛS V L V L  (2.75) 
As equações (2.74) e (2.75) podem ainda ser apresentadas noutras formas, em que se 
evidencia melhor a contribuição de cada modo do sistema para a matriz de funções de densidade 
espectral da resposta. Assim, na situação de se observarem apenas deslocamentos, a matriz de funções 
de densidade espectral da resposta pode ser expressa através de (Peeters, 2000): 
 ( )
1
T T T T* * * *n
ci ci ci ci ci ci ci ci
y * *
i i i i ij j j j
ω
ω λ ω λ ω λ ω λ=
                                = + + +
 − − − − − −
 
∑
v g v g g v g v
S  (2.76) 
em que: 
T
ci  g  (1 × ne) é a i-ésima linha da matriz Gc,m que é designada por matriz de participação 
modal estocástica para sistemas no tempo contínuo; 
T
ci  g  pode ser avaliada através de: 
 [ ] 2 2
1
1 *nT T T Tk k
ci i u d*
ki i k i ka λ λ λ λ=
 
  = +    − − − 
∑Π Re Reg θ B B C  (2.77) 
No caso de se observarem apenas acelerações, a matriz de funções de densidade espectral da 
resposta pode ser expressa através de: 
 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 4 4 4
2 2 2 2
1
T T T T* * * *n
ci ci ci ci ci ci ci ci
y * * * *i i i i i i i i ij j j j
ω ω ω ω
ω
λ ω λ λ ω λ λ ω λ λ ω λ=
                                = + + +
 − − − − − − 
∑
v g v g g v g v
S  (2.78) 
 [ ] 2 2
1
1 *nT T T Tk k
ci i u a*
ki i k i ka λ λ λ λ=
 
  = +    − − − 
∑Π Re Reg θ B B C  (2.79) 
Exemplo: Na figura 2.9 representa-se uma parte da amplitude e fase de toda a matriz de funções de densidade 
espectral da resposta em aceleração, do sistema estrutural considerado para exemplo. 
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Figura 2.9 – Funções de densidade espectral da resposta em aceleração do sistema de exemplo. 
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As funções de densidade espectral da resposta em aceleração apresentadas na figura 2.9 foram calculadas através 
da expressão (2.75) considerando que as forças de excitação têm densidade espectral constante (ruído branco) e 
unitária (Πu = \ \1    N
2/Hz). 
Os elementos da diagonal principal da matriz de funções de densidade espectral representadas na figura 2.9, são 
designados por auto-espectros e os restantes elementos por espectros cruzados. Como se pode verificar nessa 
figura, a fase dos auto-espectros é sempre nula (como é óbvio a resposta num determinado grau de liberdade está 
sempre em fase consigo própria) enquanto que a fase dos espectros cruzados apresenta valores de 0 ou de ±π 
(rad) consoante a relação de sinais entre as componentes modais nos graus de liberdade a que se referem os 
espectros cruzados (note-se que neste exemplo está-se a considerar uma matriz de amortecimento proporcional). 
Na figura 2.10 representa-se uma parte da amplitude e fase da função de densidade espectral da resposta em 
aceleração Sy[1,1]. Nessa figura indicam-se também as contribuições de cada modo de vibração para a função de 
densidade espectral representada. De forma semelhante ao que se verificou na figura 2.8 para a FRF, pode-se 
verificar na figura 2.10 que na vizinhança dos picos da amplitude da função de densidade espectral, a resposta do 
sistema é dominada por um dos modos, havendo apenas uma pequena contribuição dos restantes modos; no 
entanto, essa contribuição seria superior se as frequências dos modos fossem mais próximas e se o 
amortecimento fosse maior. 
Na figura 2.10 indicam-se também os valores das frequências que correspondem aos picos da amplitude da 
função de densidade espectral representada. Tal como já se salientou para a FRF, devido ao facto do sistema ser 
amortecido, essas frequências não coincidem exactamente com as suas frequências naturais não amortecidas. 
 
Figura 2.10 – Função de densidade espectral da resposta em aceleração Sy[1,1] do sistema de exemplo. 
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Funções de resposta impulsiva: 
As funções de resposta impulsiva de um sistema são o equivalente no domínio do tempo às 
suas funções de transferência ou às suas funções de resposta em frequência. São funções que, no 
domínio do tempo, descrevem as características dinâmicas dum sistema, representando a sua resposta 
a impulsos unitários aplicados segundo os seus graus de liberdade. 
Sob o ponto de vista da identificação modal, tem interesse abordar as funções de resposta 
impulsiva uma vez que há diversos métodos que se baseiam na sua análise, nomeadamente, métodos 
que são aplicáveis na identificação modal estocástica. Nesta última situação, esses métodos não são 
aplicados directamente às funções de resposta impulsiva, mas sim a outras funções de resposta no 
domínio do tempo (Zang et al., 2002) que exprimem de forma equivalente as características dinâmicas 
dos sistemas, como é o caso das funções de correlação da resposta ou das funções de decremento 
aleatório (ver capítulo 4). O aspecto comum a essas funções é o de poderem ser expressas como uma 
soma de sinusóides com decaimento exponencial, o que constitui o fundamento dos métodos de 
identificação modal baseados na análise dessas funções, conforme se apresentará no capítulo 4. 
As expressões analíticas para as funções de resposta impulsiva dum sistema podem ser 
estabelecidas através da inversa da transformada de Laplace das suas funções de transferência. 
Considerando então a expressão (2.55) e aplicando a inversa da transformada de Laplace, pode-se 
verificar que a matriz de funções de resposta impulsiva pode ser avaliada através de: 
 ( ) c tc c c ct e= +
Ah C B D  (2.80) 
Tendo em conta a decomposição modal da matriz Ac (2.27) e as matrizes LTc e Vc, definidas 
nas relações (2.38), pode-se verificar que a matriz de funções de resposta impulsiva pode ser 
determinada através da expressão seguinte: 
 ( ) c t Tc c ct e=
Λh V L  (2.81) 
A expressão (2.81) é válida para a resposta em deslocamento, velocidade ou aceleração 
segundo os graus de liberdade do sistema; as diferenças entre essas situações são apropriadamente 
consideradas na matriz Vc. 
Considerando as expressões (2.60) e (2.61) e as respectivas inversas da transformada de 
Laplace, pode-se verificar que as funções de resposta impulsiva podem ser escritas noutras formas, 
mais utilizadas no domínio da análise modal experimental com controlo e medição das forças de 
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excitação (Heylen et al., 1997; Maia et al., 1998; Allemang, 1999; Ewins, 2000). A matriz de funções 
de resposta impulsiva em deslocamento pode assim ser expressa através de: 






c d i i
i
t e eλ λ
=
= +∑h C Re Re B  (2.82) 
e a matriz de funções de resposta impulsiva em aceleração através de: 






c a i i i i
i
t e eλ λλ λ
=
= +∑h C Re Re B  (2.83) 
Exemplo: Na figura 2.11 representa-se uma parte com a duração de 1 s, de toda a matriz de funções de resposta 
impulsiva em aceleração, do sistema estrutural considerado para exemplo. 
 
Figura 2.11 – Funções de resposta impulsiva em aceleração do sistema considerado para exemplo. 
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As funções de resposta impulsiva em aceleração apresentadas na figura 2.11 foram calculadas através da 
expressão (2.81). 
Na figura 2.12 representa-se uma parte com a duração de 1 s, da função de resposta impulsiva em aceleração 
hc[1,1]. Nessa figura indicam-se também as contribuições de cada modo de vibração para a função de resposta 
impulsiva representada. Na figura 2.12 é bastante evidente que, quando um impulso unitário é aplicado segundo 
o 1º grau de liberdade do sistema (deslocamento horizontal segundo x, do 1º piso do modelo do edifício), o 1º 
modo de vibração praticamente não contribui para a resposta total segundo esse grau de liberdade e que essa 
resposta é dominada pela contribuição do 4º modo de vibração. 
 
Figura 2.12 – Função de resposta impulsiva em aceleração hc[1,1] do sistema considerado para exemplo. 
2.5 Representação de sistemas no tempo discreto 
Na análise até agora efectuada e nas equações apresentadas, a variável tempo é considerada 
como contínua, ou seja, é encarada na concepção usual de algo que flui sem interrupções (Carvalhal et 
al., 1989), tendo-se designado os respectivos sistemas estruturais por sistemas no tempo contínuo. No 
entanto, conforme já se referiu, actualmente as respostas estruturais medidas experimentalmente são 
sempre obtidas na forma de séries numéricas discretas no tempo, ou seja, a sua observação é efectuada 
por amostragem em intervalos finitos de tempo. Os sistemas observados dessa forma são então 
designados por sistemas discretos amostrados ou sistemas no tempo discreto. Na prática, a 
identificação modal é portanto efectuada com séries discretas no tempo, ou com as suas representações 
no domínio da frequência. Importa pois analisar os sistemas no tempo discreto, verificando as 
alterações nas suas formas de representação relativamente às dos correspondentes sistemas no tempo 
contínuo. 
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Considere-se então que um sistema contínuo é amostrado com um intervalo de tempo ou 
período de amostragem ∆t. As equações no tempo contínuo podem pois ser discretizadas e resolvidas 
em todos os instantes tk em que tk = k ∆t, sendo k um número inteiro. Para se obter a representação de 
estado deste sistema discreto amostrado, é necessário assumir um determinado tipo de variação da 
entrada u(t) em cada período de amostragem ∆t. A hipótese mais simples é admitir que u(t) é 
constante em cada intervalo ∆t, o que corresponde a considerar um retentor de amostras de ordem 0 
(designado pelas iniciais ZOH na literatura anglo-saxónica). Nesta hipótese, pode-se verificar (Juang, 
1994; Ribeiro, 2000) que a representação de estado (2.32) dum sistema no tempo contínuo, pode ser 
convertida na seguinte representação de estado de um sistema no tempo discreto (traduzida 






x A x B u
y C x D u
 (2.84) 
em que: xk (2n × 1) é o vector de estado discreto que contém os deslocamentos e velocidades 
amostrados, ( ) ( )TT Tk k k kt= =x x z z ; 
uk (m × 1) é o vector de entrada amostrado; 
yk (ne × 1) é o vector de resposta amostrado; 
A (2n × 2n), B (2n × m), C (ne × 2n) e D (ne × m) são as matrizes no tempo discreto, 
respectivamente, de estado, de entrada, de resposta e de transmissão directa; na hipótese de 
ZOH, a relação entre estas matrizes e as correspondentes matrizes no tempo contínuo, é: 










= = = − = =  
 
∫ AAA B B A A B C C D D  (2.85) 
note-se que estas relações só são válidas para a hipótese de ZOH; no caso de se 
considerarem outras hipóteses para a variação de u(t) em cada período de amostragem, 
obtêm-se equações diferentes de (2.85) para as relações entre as matrizes dos sistemas no 








∆ = atraso unitário
 
Figura 2.13 – Diagrama de blocos da representação de estado dum sistema no tempo discreto. 
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Exemplo: Considerando que a resposta do sistema estrutural de exemplo é observada com uma frequência de 
amostragem de 200 Hz, ou seja com ∆ t = 0,005 s, apresentam-se em seguida as matrizes da representação de 
estado (2.84) do correspondente sistema no tempo discreto, calculadas de acordo com as expressões (2.85), 
apenas para a primeira situação ilustrada na figura 2.5. 
Matriz de estado (no tempo discreto)
0,8501 0,0742 -0,0026 -0,0002 0,0047 0,0001 0 0000 0 0000
0,0744 0,8825 0,0501 -0,0023 0,0001 0,0048 0 0001 0 0000




, , , ,
=A 0,0471 0,9556 0 0000 0 0000 0 0001 0,0049-57,760 28,135 -0,7123 -0,0894 0,8302 0,0798 -0,0018 0,0001
28,192 -45,268 19,176 -0,7089 0,0800 0,8658 0,0548 -0,0013
-0,7152 19,215 -36,191 17,702 -0,0018 0,0550 0,8922 0,0511
-0,0928 -0,
, , , 6
Matriz de entrada (no tempo discreto)
0 0068 0 0001 0 0000 0 0000
0 0001 0 0069 0 0001 0 0000
0 0000 0 0001 0 0069 0 0001
0 0000 0 0000 0 0001 0 00710
7346 18,306 -17,441 0,0001 -0,0014 0,0528 0,9455
, , , ,
, , , ,
, , , ,











B 22 642 0 080 -0 002 0 000
0 080 2 683 0 055 -0 001
-0 002 0 055 2 715 0 053
0 000 -0 001 0 053 2 863
Matriz de resposta (no tempo discreto)
-12493 6291 -283,7 -9,33 -4,274 1,302 0,136 0,059
6303 -9788 4198
, , , ,
, , , ,
, , , ,












Matriz de transmissão directa (no tempo discreto)
562 7 0 0 0
-227,1 1,304 -3,577 1,063 0,175 0 563 8 0 010-284,9 4206 -7691 3757 0,136 1,065 -3,110 1,198 0 0 565 0 0



















A decomposição modal da matriz de estado dum sistema discreto amostrado pode ser obtida, 
considerando a decomposição modal da matriz de estado no tempo contínuo, definida em (2.27), e 
introduzindo-a na primeira relação de (2.85). Obtém-se assim (Peeters, 2000; Ribeiro, 2002): 
 
1 1 1 \ 1
\
c c ct t t
d ie e e µ
Ψ Λ Ψ ΛΨ Ψ Ψ Λ Ψ Ψ Ψ
−∆ ∆ ∆ − − − = = = = =  
AA  (2.86) 
Verifica-se pois que os vectores próprios dos sistemas no tempo discreto coincidem com os 
vectores próprios dos sistemas no tempo contínuo. Por outro lado, os valores próprios µ i dos sistemas 
no tempo discreto relacionam-se com os valores próprios λ i dos sistemas no tempo contínuo, através 
das expressões: 
 ( )i ti i ie ln tλµ λ µ∆= ⇔ = ∆  (2.87) 
As matrizes de entrada modal LT (2n × m) e de resposta modal V (ne × 2n) dum sistema no 
tempo discreto são definidas de forma semelhante à indicada em (2.38) para um sistema no tempo 
contínuo, ou seja: 
 1T ,Ψ Ψ−= =L B V C  (2.88) 
Considerando a decomposição (2.39) da matriz de transmissão directa dum sistema no tempo 
contínuo, pode-se verificar que essa decomposição para um sistema no tempo discreto, resulta em: 









c c c c d i i
i iµ
Λ Λ Ι −−
=
   = = = − =    −∑D D V L V L v l  (2.89) 
Exemplo: Para o sistema estrutural de exemplo, a partir da matriz de estado do sistema no tempo discreto, 






































































Funções de resposta impulsiva: 
Conforme já se referiu para os sistemas no tempo contínuo, é importante analisar as funções 
de resposta impulsiva dos sistemas, dado o seu interesse para vários métodos de identificação modal. 
As funções de resposta impulsiva correspondem às respostas dum sistema a entradas de tipo impulso 
unitário (u0 = 1 e uk = 0 para k > 0). As funções de resposta impulsiva podem ser organizadas numa 
matriz hk (ne × m) com ne respostas observadas para cada impulso unitário aplicado segundo m graus 
de liberdade. Admitindo condições iniciais nulas (x0 = 0) pode-se verificar, partindo de (2.84), que as 
funções de resposta impulsiva são dadas por: 
 ( )10 0kk, k−= = >h D h C A B  (2.90) 
Estas respostas impulsivas podem também ser escritas em função dos parâmetros modais dum 
sistema, ou seja: 
 ( ) ( )1 10 0T k Td k d, k
− −= − = >Λ Ι Λh V L h V L  (2.91) 
As funções de resposta impulsiva (2.90) ou (2.91) dum sistema no tempo discreto, são também 
designadas por parâmetros de Markov do sistema (Chhipwadia et al., 1999). 
Representação de estado de sistemas determinísticos-estocásticos no tempo discreto: 
Na representação de estado (2.84) de um sistema no tempo discreto, a entrada uk é considerada 
duma forma determinística, resultando a resposta observada yk apenas do efeito dessa entrada e do 
estado do sistema nos instantes anteriores. Na realidade, na observação experimental do 
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comportamento dinâmico de estruturas, podem existir perturbações na entrada, imprecisões de 
modelação1 e ruídos na resposta observada devido a imprecisões dos transdutores e sistemas de 
aquisição de dados. Assim, uma representação de estado mais próxima da realidade experimental, do 
que a expressa através de (2.84), também deve incluir termos que reflictam a existência de 
perturbações e ruídos. Pode-se assim considerar a seguinte representação de estado de sistemas 
determinísticos-estocásticos no tempo discreto (traduzida graficamente no diagrama de blocos 
apresentado na figura 2.14): 
 
1k k k k
k k k k
+ = + +
= + +
x A x B u w
y C x D u v
 (2.92) 
em que: wk (2n × 1) é designado por ruído do processo e é incluído para considerar os efeitos de 
perturbações e imprecisões na modelação; 
vk (ne × 1) é designado por ruído de medição e é considerado para ter em conta o ruído 












Figura 2.14 – Diagrama de blocos da representação de estado dum sistema determinístico-estocástico. 
Os vectores wk e vk não podem ser conhecidos (medidos) duma forma determinística, mas 
pode assumir-se que têm determinadas propriedades estatísticas, nomeadamente que são processos 
gaussianos estacionários de ruído branco com média nula e com matrizes de covariância dadas por: 
 ( )p T Tq q pqT
p
E δ
    
=    





em que: Q (2n × 2n), S (2n × ne) e Rv (ne × ne) são as matrizes de covariância de wk e vk; 
δpq é o símbolo de Kronecker (δpq = 1 se p = q, δpq = 0 se p ≠ q); 
p e q são dois instantes de tempo. 
                                                     
1 Note-se que está-se a assumir que os sistemas são lineares e invariantes no tempo, na realidade pode haver 
perturbações, nomeadamente, pequenas alterações de rigidez, induzidas por variações de temperatura, ou de 
massa, devido por exemplo ao tráfego a circular numa ponte, que invalidem ligeiramente essa hipótese. 
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Representação de estado de sistemas estocásticos no tempo discreto: 
Embora (2.92) seja já uma representação de estado mais próxima da realidade experimental, 
corresponde ainda a uma situação em que a entrada uk é controlada e medida. Para a análise da 
informação obtida em ensaios em que só é medida a resposta dos sistemas, tem maior interesse 
considerar uma representação de estado em que a própria excitação é considerada, não duma forma 
determinística, mas também como um processo estocástico e incluída nos termos wk e vk. Pode-se 
assim considerar a seguinte representação de estado de sistemas estocásticos no tempo discreto 






x A x w










Figura 2.15 – Diagrama de blocos da representação de estado dum sistema estocástico. 
Em (2.94) as forças de excitação dum sistema, são consideradas nos termos wk e vk para os 
quais se mantém a hipótese de serem processos gaussianos estacionários de tipo ruído branco com 
média nula. Esta é uma hipótese de base de grande importância para a identificação modal estocástica 
(já referida quando se abordaram as funções de densidade espectral da resposta dum sistema e que será 
de novo analisada no capítulo 4). Se esta hipótese não se verificar, ou seja, se as forças de excitação 
contiverem componentes com frequências claramente dominantes, então nessas frequências surgirão 
pólos da matriz de estado do sistema identificado, ou picos da amplitude das funções de densidade 
espectral. Esta situação será ilustrada num dos casos de aplicação apresentados no capítulo 6. 
Propriedades dos sistemas estocásticos: 
Sob a hipótese de que wk e vk são processos gaussianos estacionários de tipo ruído branco com 
média nula, e uma vez que (2.94) só envolve operações lineares sobre esses processos, então o vector 
de estado xk e a resposta observada yk são também processos estacionários de distribuição gaussiana e 
de média nula, para um estado inicial também de média nula (Andersen, 1997). No que se refere ao 
vector de estado, podem-se assim escrever as seguintes relações (Van Overschee e De Moor, 1996): 
 [ ] Tk k kE , E Σ = = x 0 x x  (2.95) 
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em que: Σ (2n × 2n) é a matriz de covariância do estado xk; esta matriz é independente do instante 
de tempo k. 
A matriz de covariância da resposta Ri (ne × ne) é definida através de: 
 Ti k i kE + =  R y y  (2.96) 
em que: i é um intervalo de tempo arbitrário. 
A matriz de covariância G (2n × ne) entre o estado no instante k + 1 e a resposta no instante k é 
definida através de: 
 1
T
k kE + =  G x y  (2.97) 
Os sistemas estocásticos podem ter diversas representações de estado ou modelos no espaço 
de estado. Essas representações são equivalentes entre si, no sentido de equivalência dos momentos de 
segunda ordem da resposta, ou seja, de covariâncias da resposta idênticas (Van Overschee e De Moor, 
1996). Dado o seu interesse para os métodos de identificação modal estocástica, apresentam-se em 
seguida dois desses modelos, que têm as designações de modelo para a frente (forward model) e 
modelo de inovação para a frente (forward innovation model). 
Modelo para a frente (forward model): 
Os processos de ruído branco e média nula wk e vk são independentes do estado xk, ou seja: 
 T Tk k k kE , E   = =   x w 0 x v 0  (2.98) 
Considerando as matrizes de covariância definidas em (2.93), a representação de estado (2.94)
e as expressões (2.95) a (2.98), podem-se demonstrar as seguintes relações (Van Overschee e De 









R C C Rv





Considerando a definição (2.96) e a última expressão de (2.99), obtêm-se para as matrizes de 
covariância da resposta, para i = 1, 2, ... , as seguintes expressões (Van Overschee e De Moor, 1996): 
 ( )1 1 Ti T i Ti i,− −−= =R C A G R G A C  (2.100) 
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É de salientar que existe uma semelhança entre a factorização das matrizes de covariância da 
resposta, expressa em (2.100), e a factorização das funções de resposta impulsiva (2.90). Em sistemas 
estocásticos, as matrizes (A, G, C, R0) têm a função das matrizes (A, B, C, D) em sistemas 
determinísticos. Devido a esta equivalência, os métodos de identificação modal aplicados na análise 
das funções de resposta impulsiva (avaliadas com a informação obtida em ensaios com medição da 
entrada e da resposta) podem também ser utilizados na identificação modal a partir das covariâncias da 
resposta (calculadas com a informação obtida em ensaios só com medição da resposta). 
A relação (2.100) é de grande importância para a identificação modal estocástica, 
nomeadamente para os métodos baseados na análise das funções de correlação da resposta dos 
sistemas, conforme se apresentará no capítulo 4. 
Introduzindo em (2.100) a decomposição modal da matriz A (2.86) e considerando também a 
relação (2.88), pode-se verificar que: 
 ( )1 0ii d m iΛ −= >R V G  (2.101) 
em que: Gm (2n × ne) é a matriz de covariância entre o próximo estado modal e a resposta, que pode 
ser designada por matriz de participação modal estocástica para sistemas discretos 
(comparando (2.101) com (2.91) pode-se verificar a semelhança entre Gm e a matriz de 
participação modal LT; ver também a relação (2.76) onde é introduzida a matriz Gc,m para 
sistemas contínuos). 
Modelo de inovação para a frente (forward innovation model): 
A representação de estado (2.94) pode ser convertida no chamado modelo de inovação para a 
frente (Van Overschee e De Moor, 1996). Tal é efectuado aplicando um filtro de Kalman de estado 
estacionário à representação (2.94), obtendo-se assim: 
 




x A x K e
y C x e
 (2.102) 
em que: ek (ne × 1) é o vector de inovações (corresponde à parte da resposta no instante k que não é 
prevista com base na resposta até ao instante k-1 (Andersen, 1997)); 
Ka (2n × ne) é a matriz de ganho do filtro de Kalman. 
O vector de inovações ek é um processo de ruído branco, com matriz de covariância (Re) dada 
por: 
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 ( )0T Tp q e pq pqE δ δ  = = − e e R R C P C  (2.103) 
A matriz de ganho do filtro de Kalman Ka pode ser determinada através de: 
 ( )( ) 10T Ta
−
= − −K G A P C R C P C  (2.104) 
Para avaliar a matriz de covariância das inovações (2.103) e a matriz de ganho do filtro de 
Kalman (2.104) é necessário determinar a matriz P (matriz de covariância do estado dum sistema 
T
k kE  =  P x x ) através da resolução da equação discreta de Riccati: 
 ( )( ) ( )10
TT T T T−= + − − −P A P A G A P C R C P C G A P C  (2.105) 
A determinação da solução de (2.105) envolve a resolução de um problema generalizado de 
valores próprios (Laub, 1979; Van Overschee e De Moor, 1996). 
Quando se abordar o método de identificação estocástica em subespaços no capítulo 4, ficarão 
mais claros alguns dos aspectos agora introduzidos e a importância que têm para este trabalho. 
Representação no domínio da frequência: 
O interesse em analisar a representação no domínio da frequência de sistemas no tempo 
discreto está acima de tudo na possibilidade de comparar essa representação com as funções de 
densidade espectral obtidas por aplicação de técnicas não-paramétricas (nomeadamente o algoritmo da 
FFT). Essa comparação constitui portanto uma maneira de validar e verificar a qualidade dos 
resultados obtidos com métodos de identificação no domínio do tempo. 
Para efectuar a transformação de sinais discretos para o domínio da frequência, tem interesse 
analisar a transformada-z que pode ser encarada como sendo a transformada de Laplace de sinais 
discretos. A transformada-z é definida através de (ver por exemplo Carvalhal et al., 1989): 









= = ∑X x x  (2.106) 
em que: z é uma variável complexa. 
Considerando s tz e ∆=  pode-se verificar (Juang, 1994) que a transformada-z de um sinal 
discreto, obtido por amostragem de um sinal contínuo, é coincidente com a transformada de Laplace 
desse sinal contínuo. Restringir a variável s a valores imaginários puros, ou seja, passar para o 
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domínio da frequência ω, conforme se viu em 2.4, é equivalente, em termos de transformada-z, a 
restringir z a valores no círculo de raio unitário, ( ) ( )j tz e cos t j sen tω ω ω∆= = ∆ + ∆ . 
A função de densidade espectral de um processo estocástico estacionário no tempo discreto, 
pode ser definida através da transformada-z da sua covariância. Assim, a função de densidade 
espectral da resposta yk de um sistema no tempo discreto, é dada por: 
 ( ) ( )k j k ty k y k
k k




= ⇒ =∑ ∑S R S R  (2.107) 
em que: Rk é a covariância da resposta para um intervalo de tempo k, ver expressão (2.96). 
Pode-se verificar (Peeters, 2000) que a função de densidade espectral (2.107) pode também ser 
expressa através de: 
 ( ) ( ) ( )1 10j t T j t T Ty e eω ωω
− −∆ − ∆= − + + −Ι ΙS C A G R G A C  (2.108) 
Considerando a decomposição da matriz A (A = Ψ Λd Ψ-1) a expressão (2.108) pode também 
ser escrita na seguinte forma: 
 ( ) ( ) ( )1 10j t T j t Ty d m m de eω ωω
− −∆ − ∆= − + + −Ι Λ Ι ΛS V G R G V  (2.109) 
A função de densidade espectral pode ainda ser definida considerando o modelo de inovação 
para a frente (2.102). Nesse caso, obtém-se a seguinte expressão: 
 ( ) ( )( ) ( )( )1 12 2e ej t T j t T Ty n a n e n a ne eω ωω Ι Ι Ι Ι− −∆ − ∆= − + + −S C A K R K A C  (2.110) 
em que: Re é a matriz de covariância das inovações. 
2.6 Representação de sistemas através de modelos ARMAV 
Os modelos auto-regressivos com média móvel (ARMA) são utilizados para a análise de 
séries temporais e modelação de sistemas dinâmicos (Ljung, 1999) em diversos domínios científicos. 
No que concerne à sua aplicação para a identificação modal estocástica de sistemas estruturais, são de 
destacar os desenvolvimentos de Gersch e Liu (1976), Pi e Mickleborough (1989), Bonnecase et al. 
(1990), Prevosto et al. (1991), Piombo et al. (1993), Andersen (1997), Brincker e Andersen (1999). 
No caso de sistemas de vários graus de liberdade em que são observadas diversas respostas, ou 
seja, um vector de resposta, em vez de, simplesmente, modelos ARMA, utiliza-se a designação de 
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modelos ARMAV (modelos vectoriais auto-regressivos com média móvel) que salienta o carácter 
vectorial da resposta observada. 
Um ponto importante, para compreender a aplicabilidade dos modelos ARMAV na 
identificação modal estocástica, é estabelecer uma ligação entre as representações, até agora 
apresentadas, de modelos do comportamento dinâmico de estruturas e os modelos ARMAV. É 
precisamente este aspecto que se procura esclarecer em seguida, mostrando-se, nomeadamente, a 
equivalência entre os modelos ARMAV e a representação de estado (2.102) de sistemas estocásticos 
no tempo discreto (Andersen, 1997). 
De facto os modelos no espaço de estado e os modelos ARMAV são formas de representação 
equivalentes de sistemas estocásticos no tempo discreto. A diferença significativa entre as duas 
representações está no facto de que a representação de estado é uma representação interna dum 
sistema (Ribeiro, 2002), onde é descrita a sua estrutura interna através do vector de estado, enquanto 
que os modelos ARMAV são apenas representações externas de entrada-resposta, onde o vector de 
estado não surge explicitamente. 
Um modelo ARMAV de um sistema estocástico no tempo discreto pode ser traduzido através 
da equação seguinte: 
 
1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2
parte auto-regressiva parte de média móvel
ou
k k k na k na k k k nc k nc
k k k na k na k k k nc k nc
− − − − − −
− − − − − −
+ + + + = + + + +
= − − − − + + + + +
… …
… …
y A y A y A y e C e C e C e
y A y A y A y e C e C e C e
 (2.111) 
em que: yk (ne × 1) é o vector da resposta do sistema; 
ek (ne × 1) é um processo estocástico vectorial de ruído branco; 
Ai (ne × ne) (i=1 ... na) são os parâmetros matriciais da parte auto-regressiva; 
Ci (ne × ne) (i=1 ... nc) são os parâmetros matriciais da parte de média móvel. 
Em seguida, apresentam-se, inicialmente, as relações que permitem determinar os parâmetros 
matriciais de modelos ARMAV a partir da representação de estado de um sistema estocástico no 
tempo discreto, e posteriormente, as relações inversas, ou seja, que permitem determinar a 
representação de estado a partir dos parâmetros matriciais de modelos ARMAV. 
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Das matrizes da representação de estado para os parâmetros de modelos ARMAV: 
Para estabelecer a equivalência entre um modelo ARMAV e a representação de estado de um 
sistema, é necessário que o modelo ARMAV tenha o mesmo número de parâmetros auto-regressivos e 
de parâmetros de média móvel, ou seja, que na = nc = p. 
Os parâmetros matriciais Ai da parte auto-regressiva dum modelo ARMAV estão relacionados 
com as matrizes A e C da representação de estado (2.102) dum sistema estocástico no tempo discreto, 
através da seguinte equação matricial: 
 11 2 1 1 2 1
p p
p p p p p p
−
− −   = − ⇔ = −   … …A A A A O C A A A A A C A O  (2.112) 














Na equação matricial (2.112) há p × ne × ne incógnitas e 2n × ne equações. Assumindo que a 
ordem do sistema 2n é um múltiplo inteiro do número de respostas observadas ne, a ordem do modelo 
ARMAV é dada por p = 2n / ne. 
Para que as equações de (2.112) sejam determinadas, a matriz de observabilidade tem que ter 
característica completa (car(Op) = 2n), ou seja, o sistema tem que ser observável. Se p > 2n / ne ou se o 
sistema não for observável (car(Op) < 2n), as equações de (2.112) são indeterminadas, podendo-se 
avaliar os parâmetros matriciais Ai da parte auto-regressiva através de mínimos quadrados. 
Os parâmetros matriciais de média móvel Ci dum modelo ARMAV estão relacionados com as 
matrizes A, C e Ka da representação de estado (2.102) dum sistema estocástico no tempo discreto, e 
ainda com os parâmetros matriciais Ai, através da seguinte expressão (Andersen, 1997): 
 1 1 1 1p p p p− −   =   … …Ι ΙC C C A A A H  (2.114) 























C K 0 0
H
C A K C A K 0
C A K C A K C K
 (2.115) 
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Dos parâmetros de modelos ARMAV para as matrizes da representação de estado: 
Conhecidos os parâmetros matriciais Ai e Ci dum modelo ARMAV dum sistema estocástico 
no tempo discreto, a sua representação no espaço de estado pode ser traduzida através de (2.102) em 
que as matrizes A, C e Ka são dadas por: 
 
1 2 1p p−
 
 
 =  
 






0 0 0 0
A
0 0 0
A A A A
 (2.116) 
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p p p p
p p p p
−
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   −
  
=   
 − 







C A0 0 0
A 0 0 C A
K
A A 0 C A
A A A C A
 (2.118) 
Uma matriz de estado na forma indicada em (2.116) é designada por matriz de estado na 
forma companheira de baixo, sendo a correspondente representação de estado designada por 
representação de estado na forma canónica da observabilidade (Ribeiro, 2002). 
Parâmetros modais de modelos ARMAV: 
Uma vez estabelecida a relação entre os modelos ARMAV e a representação de estado de 
sistemas estocásticos no tempo discreto, é imediato verificar que os parâmetros modais de um sistema 
representado através de um modelo ARMAV podem ser determinados a partir dos valores e vectores 
próprios da matriz de estado na forma companheira (2.116), que contém, na última linha, os 
parâmetros matriciais da parte auto-regressiva do modelo. 
Os vectores próprios da matriz de estado na forma companheira (2.116) têm a seguinte forma 
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em que: ARMAiΨ  é o vector próprio i do sistema; 
µi é o valor próprio i do sistema; 
Vi é a parte observada do vector próprio i do sistema. 
Verificou-se portanto que a parte auto-regressiva de um modelo ARMAV é que determina as 
características dinâmicas do sistema que esse modelo representa; a parte de média móvel é necessária 
para assegurar que a função de covariância das respostas previstas pelo modelo ARMAV, seja 
equivalente à função de covariância das respostas do sistema (Andersen, 1997; Peeters et al., 1999). 
Visto que a parte auto-regressiva dos modelos ARMAV é que está relacionada com as 
características dinâmicas dos sistemas, para efeitos de identificação modal de sistemas estruturais, 
também é possível utilizar modelos que apenas têm essa parte auto-regressiva, e que, como tal, são 
designados por modelos vectoriais auto-regressivos (ARV). Nessa situação contudo, teoricamente, 
apenas com modelos ARV de ordem infinita é que é possível definir modelos equivalentes a modelos 
ARMAV; na prática, tal exige que se utilizem modelos ARV de ordem muito elevada (Peeters, 2000). 
2.7 Considerações finais 
Neste capítulo apresentaram-se os fundamentos analíticos que servem de base aos métodos de 
identificação modal estocástica, que constituem o tema principal deste trabalho. Considera-se que os 
tópicos analisados são importantes para uma melhor compreensão dos métodos de identificação modal 
estocástica. Na figura 2.16 sintetizam-se num esquema, os aspectos que foram abordados no capítulo e 
a forma como a sua apresentação foi feita. 
modelos no tempo contínuo
modelo modal (C2 proporcional)
Ω  Φ  ξi
modelo modal (geral)
Λc  Ψ
funções de transferência  Hc(s)
funções de resposta em frequência  Hc(ω)
funções de densidade espectral  Sy(ω)
funções de resposta impulsiva  hy(t)
modelo espacial (discretizado)
M  C2  K
representação de estado








A1 ... Ap    C1 ... Cp
funções de resposta impulsiva  hk
funções de densidade espectral  Sy(ω)
representação de estado
entrada determinística
A  B  C  D
entrada
estocástica








Figura 2.16 – Esquema de síntese dos temas abordados no capítulo 2. 
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Partindo da formulação mais utilizada na análise de problemas de dinâmica de estruturas no 
domínio da engenharia civil (que é expressa numa equação diferencial de 2ª ordem que envolve as 
matrizes M, C2 e K), apresentaram-se as relações que permitem formular esses mesmos problemas 
através duma representação de estado (expressa através das matrizes Ac, Bc, Cc e Dc) numa forma que 
é de utilização comum para a análise de sistemas dinâmicos no domínio da engenharia de sistemas de 
controlo. O objectivo de efectuar essa transformação, na forma de representação dos problemas de 
dinâmica de estruturas, prende-se por um lado com a utilização de métodos de identificação de 
sistemas, que se baseiam precisamente na representação de estado, e por outro, com o facto de que a 
formulação no espaço de estado é de maior generalidade, permitindo abordar de forma unificada 
sistemas com amortecimento proporcional ou com amortecimento não proporcional. 
Mostrou-se como os parâmetros modais (frequências naturais de vibração, coeficientes de 
amortecimento e configurações modais) dos sistemas estruturais, estão relacionados com os valores e 
vectores próprios da matriz de estado Ac da representação de estado dum sistema. Apresentaram-se 
também as expressões analíticas, em função das matrizes da formulação de estado, das funções de 
representação da resposta dos sistemas, nomeadamente, funções de transferência, funções de resposta 
em frequência, funções de densidade espectral da resposta de sistemas sujeitos a uma entrada 
assumida como um processo de densidade espectral constante (ruído branco), e funções de resposta 
impulsiva. 
Uma vez que as respostas dos sistemas estruturais medidas experimentalmente são obtidas na 
forma de séries discretas por amostragem, apresentaram-se as matrizes da formulação de estado de 
sistemas no tempo discreto e as suas relações com as matrizes de sistemas no tempo contínuo, na 
situação de um retentor de amostras de ordem 0 (ZOH), que corresponde a considerar que a entrada 
tem valores constantes em cada intervalo de amostragem. 
Finalmente apresentaram-se as relações entre os parâmetros matriciais de modelos ARMAV e 
as matrizes da representação de estado de sistemas no tempo discreto. 
Sempre que se considerou adequado, as diferentes formas de representação do comportamento 
dinâmico de sistemas estruturais foram ilustradas através dum exemplo simples, de modo a concretizar 
os aspectos abordados. 





Ensaios in situ de Caracterização Dinâmica de Estruturas 
3.1 Considerações gerais 
Neste capítulo são abordados os aspectos relacionados com a realização de ensaios in situ de 
caracterização dinâmica de estruturas, ou seja, com a medição experimental da resposta dos sistemas 
estruturais, com o objectivo de aplicar métodos de avaliação das suas características dinâmicas, e em 
particular, métodos de identificação modal estocástica. 
Descrevem-se inicialmente os equipamentos, transdutores e sistemas de aquisição de dados, 
que podem ser utilizados na medição da resposta dos sistemas estruturais. As características dos 
equipamentos utilizados nas aplicações apresentadas no capítulo 6 são descritas com maior pormenor, 
fazendo-se no entanto, também referência a outros equipamentos que se consideram adequados para a 
medição da resposta de estruturas de engenharia civil, quando sujeitas às acções que normalmente 
sobre elas actuam (acções ambiente). 
Referem-se em seguida diversas técnicas de ensaio dinâmico de estruturas, abordando-se com 
maior detalhe os procedimentos a adoptar em ensaios em que apenas é feita a medição da resposta dos 
sistemas estruturais. 
Focam-se também algumas questões, na sua maioria de índole mais prática, relacionadas com 
o planeamento dos ensaios, mas que envolvem também a utilização de modelos de elementos finitos 
na definição dos pontos a instrumentar e na escolha dos graus de liberdade de referência. 
Finalmente, abordam-se os procedimentos de pré-processamento que normalmente é 
necessário aplicar aos registos de resposta obtidos experimentalmente. Essa é uma fase importante da 
análise da informação obtida in situ, onde deve ser feita uma verificação da qualidade dos registos 
adquiridos, identificando-se e corrigindo-se eventuais problemas. 
3.2 Transdutores e sistemas de aquisição de dados 
Tendo em vista a aplicação de métodos de identificação modal estocástica, a observação da 
resposta dos sistemas estruturais é efectuada através de transdutores que transformam uma grandeza 
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física em que se exprime a resposta dos sistemas (deslocamento, velocidade, aceleração ou extensão) 
num sinal eléctrico proporcional a essa grandeza. Em muitos casos o sinal eléctrico de resposta dos 
transdutores não se encontra ainda numa forma apropriada para ser medida e processada directamente, 
sendo necessário condicioná-lo adequadamente para esse fim. Assim, os transdutores estão 
normalmente associados a condicionadores de sinal, cujas funções dependem muito do tipo de 
transdutor, mas que envolvem, usualmente, a geração de sinais de excitação e a amplificação e 
filtragem dos sinais de resposta. Nalguns transdutores, parte ou a totalidade dos circuitos de 
condicionamento estão incorporados neles próprios. 
No fim da cadeia de observação (medição) da resposta das estruturas, estão os sistemas de 
registo ou armazenamento da informação. Actualmente esses sistemas consistem, normalmente, em 
sistemas de aquisição de dados, com conversão analógica/digital (ADC), associados a computadores 
digitais com unidades (disco rígido) para armazenamento da informação. Para este fim, utilizaram-se 
também (embora actualmente em desuso) registadores em filme fotográfico, registadores em papel, ou 
gravadores em fita magnética. 
Importa referir que a tendência actual no desenvolvimento de transdutores para medição da 
resposta dinâmica de estruturas é a de uma maior miniaturização, utilizando tecnologia MEMS (micro 
electro mechanical systems), e de incorporação dos circuitos de condicionamento e também da própria 
digitalização dos sinais, nos transdutores em si. Esta tendência tem-se traduzido nas tecnologias que 
são designadas por Smart Sensors e Network Sensors, que deram já origem à norma IEEE P1451.2-
1997 (IEEE, 1997) e que deverão ter desenvolvimentos apreciáveis num futuro próximo. 
Para a medição da resposta das estruturas de engenharia civil às acções ambiente, há dois 
requisitos importantes que devem ser satisfeitos pelos equipamentos de toda a cadeia de medição (a 
começar pelos transdutores): 
- devem ter uma boa sensibilidade, que se traduz na capacidade de medir movimentos 
extremamente pequenos dos sistemas estruturais; em muitas situações, nomeadamente em 
estruturas mais rígidas, as respostas induzidas pelas acções ambiente têm amplitudes muito 
pequenas, tornando-se então necessário que os equipamentos sejam muito sensíveis para que 
da análise das respostas medidas se possa extrair informação de interesse sobre as 
características dos sistemas estruturais; 
- devem ter uma resposta em frequência adequada para a gama de frequências em que se 
encontram os principais modos de vibração das estruturas de engenharia civil; tal significa 
que deverão ter uma boa resposta nas baixas frequências; por exemplo, numa das aplicações 
apresentadas no capítulo 6, a ponte suspensa sobre o rio Tejo em Lisboa, a frequência do 1º 
modo de vibração transversal é de 0,070 Hz, o que ilustra bem a importância de utilizar 
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equipamento com capacidade de medir nessa gama de frequências, sob pena de não se 
conseguir identificar as características dos principais modos de vibração de estruturas muito 
flexíveis. 
Descrevem-se em seguida as características dos transdutores que podem ser utilizados na 
medição da resposta das estruturas de engenharia civil. Abordam-se também os sistemas de aquisição 
de dados e finalmente descreve-se um tipo de equipamento, os macro-sismógrafos, que associam 
numa unidade independente, os diversos elementos constituintes dum sistema de medição da resposta 
(transdutores, sistema de aquisição e unidades de armazenamento dos registos). 
3.2.1 Transdutores de medição da resposta 
A resposta dos sistemas estruturais pode ser observada em termos de qualquer uma das 
grandezas cinemáticas, deslocamento, velocidade ou aceleração, que descrevem o movimento dos seus 
pontos ao longo do tempo. Podem-se também observar as extensões em determinadas zonas das 
estruturas, ou até, por intermédio das extensões, avaliar as forças em determinados elementos (por 
exemplo num tirante). 
Em princípio é indiferente medir qualquer uma das grandezas cinemáticas, no entanto, na 
resposta em deslocamento tornam-se mais evidentes as componentes de baixa frequência, enquanto 
que na resposta em aceleração sobressaem mais as componentes com frequências mais altas (Caetano, 
2000). Assim, para sistemas estruturais com frequências naturais de vibração com valores baixos, seria 
mais apropriado medir a sua resposta em deslocamento. 
Note-se, no entanto, que a medição da resposta em deslocamento com a maioria dos 
equipamentos actualmente existentes e sempre que também se pretende medir a componente estática 
dessa resposta, tem que ser feita em termos relativos. Os deslocamentos duma estrutura são portanto 
medidos relativamente a uma base de referência (em princípio exterior à estrutura, mas que também 
pode ser um ponto da própria estrutura desde que tenha movimentos muito pequenos em relação aos 
pontos onde a resposta é observada, por exemplo, num tabuleiro duma ponte, a secção de apoio sobre 
um pilar). Esta exigência dificulta bastante a medição da resposta em termos de deslocamento. 
Assim, na prática, a grandeza de resposta que é usualmente medida é a aceleração, o que tem 
demonstrado ser uma opção adequada para a identificação modal de estruturas de engenharia civil. 
Descrevem-se em seguida as características gerais de diversos tipos de transdutores que 
podem ser utilizados na medição da resposta das estruturas. Abordam-se com mais detalhe os 
acelerómetros, em especial os do tipo utilizado nos exemplos de aplicação apresentados no capítulo 6, 
mas referem-se também outros equipamentos, tais como transdutores de velocidade, transdutores laser 
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de velocidade e de deslocamento, LVDT’s, transdutores baseados em sistemas de satélites de 
navegação global, transdutores baseados em interferometria de micro-ondas e extensómetros. 
3.2.1.1 Acelerómetros 
Acelerómetros piezoeléctricos: 
Os acelerómetros piezoeléctricos baseiam-se na propriedade que alguns cristais apresentam 
de, quando sujeitos a uma deformação, gerarem cargas eléctricas proporcionais a essa deformação. 
Essa propriedade é atribuível ao facto de que a deformação corresponde a uma alteração de forma que, 
num cristal que não possua um centro de simetria de carga, resulta na geração de uma carga eléctrica 
(Walter, 1999). Há diversos cristais que apresentam a propriedade de piezoelectricidade, tais como o 
quartzo, a turmalina ou os materiais cerâmicos policristalinos. 
As propriedades dos cristais piezoeléctricos podem ser aproveitadas em diferentes formas de 
funcionamento, donde resultam transdutores piezoeléctricos de características também diferentes. Os 
acelerómetros piezoeléctricos podem assim ser construídos colocando os cristais num funcionamento 
em flexão, compressão ou corte (ver figura 3.1). Em qualquer dos modos de funcionamento, os 
acelerómetros piezoeléctricos são fundamentalmente constituídos por uma base, uma massa, por vezes 
designada por massa sísmica, e o elemento piezoeléctrico. Quando o acelerómetro é sujeito a uma 
aceleração, a massa sísmica induz uma força (F = m.a) no elemento piezoeléctrico, fazendo com que 
neste se gere uma diferença de potencial proporcional à aceleração. 
 funcionamento em flexão funcionamento em compressão funcionamento em corte 
    
Figura 3.1 – Modos de funcionamento dos acelerómetros piezoeléctricos (http://www.imi-sensors.com). 
No modo de funcionamento em flexão o elemento piezoeléctrico é ligado à massa sísmica sob 
a forma de uma viga com dois tramos em balanço. Os acelerómetros com este tipo de funcionamento 
têm, em geral, uma baixa frequência de ressonância e uma boa sensibilidade, sendo, de entre os 
acelerómetros piezoeléctricos, dos mais apropriados para aplicações em que é necessário medir 
movimentos de pequena amplitude e com componentes de baixa frequência. 
O modo de funcionamento em compressão é talvez o que é mais fácil de entender. Neste caso, 
o cristal piezoeléctrico é colocado entre a massa sísmica e a base do acelerómetro, sendo fixo através 
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de um parafuso pré-esforçado. O cristal ao ser comprimido pela massa sujeita a uma aceleração, gera 
uma diferença de potencial proporcional a essa aceleração. Os acelerómetros piezoeléctricos, com este 
tipo de construção, são adequados para medir movimentos com frequências elevadas. 
No modo de funcionamento em corte, o elemento piezoeléctrico e a massa sísmica ficam fixos 
a um fuste vertical central, por intermédio de um anel de retenção (conforme ilustrado na figura 3.1). 
O cristal piezoeléctrico está assim sujeito a um estado de tensão de corte. 
A maioria dos acelerómetros piezoeléctricos não são dos mais adequados para medir 
movimentos com componentes de baixa frequência e de pequena amplitude, aspectos estes que são de 
grande importância para aplicações no domínio da identificação modal estocástica de estruturas de 
engenharia civil. Há no entanto alguns modelos que apresentam características que já podem ser 
consideradas como bastante boas para esse tipo de aplicações. No quadro 3.1 apresentam-se alguns 
desses acelerómetros piezoeléctricos, indicando-se as suas características (com esse quadro não se 
pretende ser exaustivo, mas apenas apresentar alguns exemplos). 
Quadro 3.1 – Características gerais de alguns acelerómetros piezoeléctricos com boa sensibilidade. 
 
Marca: ENDEVCO (http://www.endevco.com) 
Modelo: 7754A-1000 Isotron 
Sensibilidade: 1000 mV/g 
Gama de amplitudes: ± 5,0 g 
Resposta dinâmica: ±1dB entre 0,01 Hz e 2 kHz 
 
Marca: IMI Sensors (PCB Piezotronics) (http://www.imi-sensors.com) 
Modelo: 626A03 
Sensibilidade: 1000 mV/g 
Gama de amplitudes: ± 5,0 g 
Resposta dinâmica: ±5% entre 0,5 Hz e 2 kHz 
 
Marca: ENDEVCO (http://www.endevco.com) 
Modelo: 86 
Sensibilidade: 10000 mV/g 
Gama de amplitudes: ± 0,5 g 
Resposta dinâmica: ±1dB entre 0,01 Hz e 100 Hz 
 
Marca: IMI Sensors (PCB Piezotronics) (http://www.imi-sensors.com) 
Modelo: 626A04 
Sensibilidade: 10000 mV/g 
Gama de amplitudes: ± 0,5 g 
Resposta dinâmica: ±5% entre 0,1 Hz e 200 Hz 
Acelerómetros piezoresistivos e capacitivos: 
Nos acelerómetros piezoresistivos explora-se uma propriedade que vários materiais possuem, 
que é designada por efeito piezoresistivo, e que consiste na alteração da resistência eléctrica resultante 
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da deformação a que os materiais estão sujeitos. O efeito piezoresistivo num material pode ser 
quantificado através do gage factor (Karolys e Pender, 1989) que exprime a relação entre a variação 
relativa de resistência eléctrica e a correspondente extensão. Um dos materiais que apresenta um maior 
gage factor é a sílica sendo por isso utilizado na construção de acelerómetros piezoresistivos. 
Os acelerómetros piezoresistivos são constituídos por uma massa ligada a uma viga em flexão 
(ver figura 3.2) à qual estão ligados os elementos piezoresistivos (sílica) formando uma ponte de 
Weathstone activa. Quando a massa sofre uma aceleração, os elementos de sílica deformam-se e a 
ponte de Weathstone fica desequilibrada, dando origem a um sinal eléctrico proporcional à aceleração. 
Os acelerómetros capacitivos têm uma construção semelhante à dos piezoresistivos, 
envolvendo também uma massa ligada a uma viga em flexão (ver figura 3.2). Os elementos sensíveis 
são no entanto colocados de modo a formar uma meia-ponte capacitiva. Quando a massa é sujeita a 
uma aceleração essa ponte desequilibra-se, gerando-se um sinal proporcional a essa aceleração. 






















Figura 3.2 – Esquemas de um acelerómetro piezoresistivo e de um acelerómetro capacitivo. 
Tanto os acelerómetros piezoresistivos como os capacitivos têm uma boa resposta nas baixas 
frequências, chegando mesmo até DC, uma característica que não é possível obter nos acelerómetros 
piezoeléctricos. 
Uma outra diferença entre os acelerómetros piezoeléctricos e os piezoresistivos e capacitivos é 
o facto de que os primeiros são transdutores em que o sinal eléctrico proporcional à aceleração é 
gerado no próprio transdutor, enquanto que nos segundos é necessário fornecer aos transdutores um 
sinal eléctrico de alimentação. Por este motivo, os acelerómetros piezoeléctricos podem ser 
considerados como transdutores activos, e os piezoresistivos e capacitivos como transdutores passivos. 
No quadro 3.2 indicam-se as características gerais de alguns acelerómetros capacitivos que 
podem ser considerados como tendo uma boa sensibilidade e uma resposta em frequência adequada 
para aplicações no domínio da caracterização dinâmica de estruturas de engenharia civil. 
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Quadro 3.2 – Características gerais de alguns acelerómetros capacitivos com boa sensibilidade. 
 
Marca: ENDEVCO (http://www.endevco.com) 
Modelo: 7290A-2 Microtron 
Sensibilidade: 1000 ± 20 mV/g (a 100 Hz) 
Gama de amplitudes: ± 2,0 g 
Resposta dinâmica: ±1dB entre 0 Hz e 35 Hz 
 
Marca: KISTLER (http://www.kistler.com) 
Modelo: 8312A2 K-BEAM 
Sensibilidade: 1000 mV/g 
Gama de amplitudes: ± 2,0 g 
Resposta dinâmica: ±5% entre 0 Hz e 300 Hz 
 
Marca: KISTLER (http://www.kistler.com) 
Modelo: 8310A2 K-BEAM 
Sensibilidade: 1000 mV/g 
Gama de amplitudes: ± 2,0 g 
Resposta dinâmica: ±5% entre 0 Hz e 300 Hz 
Acelerómetros de tipo force balance ou de tipo servo: 
Os acelerómetros de tipo force balance ou de tipo servo são constituídos por uma massa e por 
um mecanismo servo que controla a posição dessa massa. Ao ser sujeita a uma aceleração, a massa 
tende a mover-se, havendo um elemento sensível que detecta esse movimento e dá origem a um sinal 
de erro no ciclo servo, criando um fluxo de corrente numa bobina que gera uma força magnética que 
equilibra a força induzida pela aceleração na massa. O valor da corrente necessária para manter a 
massa na sua posição é assim proporcional à aceleração que sobre ela actua. 
As primeiras aplicações dos acelerómetros de tipo servo foram em sistemas inerciais de 
navegação de aeronaves (Maia et al., 1998). As suas características, nomeadamente a resposta 
dinâmica até DC e a grande sensibilidade fazem com que sejam os acelerómetros mais apropriados 
para aplicações no domínio da identificação modal estocástica de estruturas de engenharia civil, 
nomeadamente para estruturas muito flexíveis (com frequências naturais de vibração com valores 
muito baixos) ou para estruturas em que os níveis de resposta, induzidos pelas acções ambiente, são 
muito baixos. 
Os acelerómetros de tipo force balance podem ser considerados como transdutores passivos, 
uma vez que o seu funcionamento exige que lhes seja fornecido um sinal eléctrico de alimentação. 
No quadro 3.3 apresentam-se as características gerais de alguns acelerómetros de tipo force 
balance, disponíveis actualmente no mercado. 
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Quadro 3.3 – Características gerais de alguns acelerómetros de tipo force balance. 
 
Marca: KISTLER (http://www.kistler.com) 
Modelo: 8330A2.5 ServoK-BEAM 
Sensibilidade: 1500 mV/g 
Gama de amplitudes: ± 2,5 g 
Resposta dinâmica: ±5% entre 0 Hz e 300 Hz 
 
Marca: Kinemetrics (http://www.kinemetrics.com) 
Modelos: FBA11 e FBA23 (a fotografia refere-se a um FBA23) 
Gama de amplitudes: ±1g (ou, por opção, ±0,1g, ±0,25g, ±0,5g, ±2g) 
Gama dinâmica: 135 dB de 0,01 Hz a 50 Hz 
Resposta dinâmica: de DC a 50 Hz 
 
Marca: Kinemetrics (http://www.kinemetrics.com) 
Modelo: Episensor ES-U (uniaxial) 
Gama de amplitudes: configurável em ±0,25g, ±0,5g, ±1g, ±2g ou ±4g 
Gama dinâmica: 145 dB 
Resposta dinâmica: de DC a 200 Hz 
 
Marca: Kinemetrics (http://www.kinemetrics.com) 
Modelo: Episensor ES-T (triaxial) 
Gama de amplitudes: configurável em ±0,25g, ±0,5g, ±1g, ±2g ou ±4g 
Gama dinâmica: 155 dB 
Resposta dinâmica: de DC a 200 Hz 
 
Marca: GeoSig (http://www.geosig.ch) 
Modelo: AC-63 (triaxial) 
Gama de amplitudes: ±2g (ou, por opção, ±1g, ±4g) 
Gama dinâmica: 120 dB 
Resposta dinâmica: de DC a 100 Hz (ou, por opção, de DC a 200 Hz) 
 
Marca: Guralp (http://www.guralp.com) 
Modelo: CMG-5T (triaxial) 
Gama de amplitudes: ±2g (ou, por opção, ±1g, ±0,5g, ±0,1g) 
Gama dinâmica: 140 dB 
Resposta dinâmica: de DC a 100 Hz 
 
Marca: Sprengnether Instruments (http://www.sprengnether.com) 
Modelo: FBX28 (triaxial) 
Gama de amplitudes: ±1g (ou, por opção,  ±0,5g) 
Gama dinâmica: 145 dB 
Resposta dinâmica: de DC a 50 Hz 
Em todos os exemplos de aplicação que serão apresentados no capítulo 6, foram utilizados 
acelerómetros de tipo force balance. Os macro-sismógrafos GSR-16, que foram utilizados em vários 
desses exemplos, estão equipados com acelerómetros de tipo servo, embora de uma marca que 
entretanto já desapareceu do mercado, a Terra Technology, motivo pelo qual as suas características 
não foram incluídas no quadro 3.3. Nos ensaios da estrutura de ampliação do aeroporto da Madeira, 
foram também utilizados acelerómetros de marca Kinemetrics e modelo FBA-11. Finalmente, em 
vários dos ensaios efectuados, foram já utilizados os acelerómetros da Kinemetrics de modelo ES-U. 
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Os acelerómetros ES-U são um transdutor relativamente recente da Kinemetrics, que apresenta 
alguns aperfeiçoamentos relativamente aos acelerómetros FBA-11 da mesma marca. Os acelerómetros 
ES-U têm uma resposta dinâmica entre DC e 200 Hz, uma gama dinâmica superior a 145 dB, um fim 
de escala ajustável, podendo ser configurados para valores de ±0,25 g, ±0,5 g, ±1,0 g, ±2,0 g ou ±4,0 g 
(o que os torna bastante versáteis). 
Para a utilização dos acelerómetros ES-U (e também dos acelerómetros FBA-11 no caso dos 
ensaios efectuados na estrutura de ampliação do aeroporto da Madeira), foi desenvolvido, no Centro 
de Instrumentação Científica (CIC) do LNEC, um sistema constituído por cinco unidades de 
alimentação dos acelerómetros e condicionamento dos respectivos sinais. Estas unidades contêm, 
fundamentalmente, duas baterias de 12 Volt para a alimentação e um circuito com amplificadores e 
filtros analógicos anti-aliasing para o condicionamento dos sinais. O factor de ganho nos 
amplificadores pode ter valores de 1, 2, 5, 50, 100, 200, 250, 400 e 1000. 
Cada uma das unidades de alimentação e condicionamento é ligada a três acelerómetros 
através de cabos com 20 m de comprimento e é ligada ao sistema de aquisição através de cabos 
longos. Entre os cabos longos e o sistema de aquisição há apenas uma caixa de conversão dos cabos 
longos de três pares para terminais BNC que por sua vez são ligados ao sistema de aquisição com 
cabos coaxiais curtos (1,5 m). Na figura 3.3 representa-se esquematicamente o sistema de 
instrumentação desenvolvido para os acelerómetros ES-U (mais adiante far-se-á referência às soluções 


































Figura 3.3 – Esquema do sistema desenvolvido para os acelerómetros ES-U. 
O sistema desenvolvido para a medição da resposta em aceleração de estruturas tem bastante 
versatilidade, pois permite instrumentar estruturas de diversos tipos, de maneiras diferentes consoante 
os objectivos que se pretendam atingir com os ensaios. Com este sistema, os sinais podem ser 
amplificados antes de serem transmitidos pelos cabos de grande comprimento. 
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Note-se ainda que, considerando o fim de escala ajustável dos acelerómetros ES-U e o factor 
de ganho dos amplificadores das unidades de alimentação e condicionamento, é possível configurar 
todo o sistema de diversas maneiras, ajustadas ao nível de resposta que é necessário medir. 
Na figura 3.4 podem-se observar alguns aspectos do acelerómetros ES-U e das unidades de 
alimentação e condicionamento desenvolvidas para a sua utilização, em alguns dos casos de aplicação 
que serão apresentados no capítulo 6. 
acelerómetros ES-U 
 ponte de Canelas (acerto dum acelerómetro) ponte ferroviária de Sacavém ponte ferroviária de Sacavém 
    
 viaduto da rua Ramalho Ortigão viaduto da rua Ramalho Ortigão viaduto da rua Ramalho Ortigão 
    
unidades de alimentação e condicionamento 
 ponte de Canelas viaduto da rua Ramalho Ortigão ponte ferroviária de Sacavém 
    
Figura 3.4 – Alguns aspectos dos acelerómetros ES-U e das unidades de alimentação e condicionamento. 
3.2.1.2 Transdutores de velocidade 
Uma alternativa aos acelerómetros anteriormente apresentados são os transdutores que 
permitem medir a resposta das estruturas em termos de velocidade. Há transdutores deste tipo com 
uma boa sensibilidade o que os torna adequados para ensaios em que é necessário medir respostas com 
amplitudes pequenas. Em geral a resposta em frequência deste tipo de transdutores introduz um corte 
na zona das baixas frequências, podendo-se por isso colocar algumas reservas quanto à sua utilização 
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em estruturas com frequências naturais de vibração muito baixas. Os transdutores deste tipo têm 
normalmente grande utilização no domínio da monitorização de movimentos sísmicos. 
No quadro 3.4 apresentam-se as características gerais de alguns transdutores de velocidade, 
disponíveis actualmente no mercado.  
Quadro 3.4 – Características gerais de alguns transdutores de velocidade. 
 
Marca: Geotech Instruments (http://www.geoinstr.com) 
Modelo: KS2000 (triaxial) 
Sensibilidade: 2000 V/(m/s) 
Gama de frequências: de 0,008 Hz a 50 Hz 
 
Marca: Sprengnether Instruments (http://www.sprengnether.com) 
Modelo: WB-223 (triaxial) 
Sensibilidade: 2000 V/(m/s) 
Gama de frequências: de 0,0167 Hz a 32 Hz 
 
Marca: Sprengnether Instruments (http://www.sprengnether.com) 
Modelo: WB-113 (triaxial) 
Sensibilidade: 2000 V/(m/s) 
Gama de frequências: de 0,0167 Hz a 50 Hz 
 
Marca: Sprengnether Instruments (http://www.sprengnether.com) 
Modelo: S-3000EQ (triaxial), S-3000EQV (vertical), S-3000EQH (horizontal) 
Sensibilidade: 278 V/(m/s) ou 500 V/(m/s) 
Gama de frequências: de 1 Hz a 250 Hz 
 
Marca: GeoSig (http://www.geosig.ch) 
Modelo: VE-53 (triaxial) 
Sensibilidade: 1000 V/(m/s) 
Gama de frequências: de 1 Hz a 50 Hz ou de 1 Hz a 315 Hz 
 
Marca: GeoSig (http://www.geosig.ch) 
Modelo: VE-13(triaxial), VE-12(biaxial), VE-11-V(vertical), VE-11-H(horizontal) 
Gama dinâmica: > 96 dB 
Gama de frequências: de 1 Hz a 315 Hz 
 
Marca: GeoSig (http://www.geosig.ch) 
Modelo: VE-23(triaxial), VE-22(biaxial), VE-21-V(vertical), VE-21-H(horizontal) 
Gama dinâmica: > 96 dB 
Gama de frequências: de 4,5 Hz a 315 Hz 
3.2.1.3 Transdutores laser de velocidade 
Os transdutores laser de velocidade, também designados por vibrómetros laser ou LDV (laser 
doppler vibrometer), são transdutores de velocidade, cujo princípio de funcionamento baseia-se no 
efeito de doppler. Este efeito consiste na alteração de frequência que um raio luminoso (laser) sofre ao 
ser reflectido por um objecto em movimento, sendo essa alteração proporcional à velocidade do 
objecto. Um transdutor laser de velocidade é assim um sistema óptico que pode ser utilizado para 
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medir a velocidade instantânea num ponto, ou em pontos duma estrutura. Com um transdutor deste 
tipo, é medida a componente da velocidade na direcção do raio laser incidente na estrutura. Os 
equipamentos deste tipo envolvem componentes ópticas sofisticadas e técnicas de processamento de 
sinal específicas, o que os torna dispendiosos. Existem actualmente sistemas que permitem fazer o 
varrimento duma malha de pontos definida na estrutura a ensaiar, possibilitando assim efectuar 
medições com uma resolução espacial bastante fina e em zonas de difícil acesso. 
No quadro 3.5 apresentam-se as características gerais de alguns transdutores laser de 
velocidade, disponíveis actualmente no mercado. 
Quadro 3.5 – Características gerais de alguns transdutores laser de velocidade. 
 
Marca: Ometron/Bruel & Kjaer (http://www.bksv.com) 
Modelo: 8333 vibrómetro laser para um único ponto 
Gama de velocidades: de 0,01 µm/s a 100 mm/s 
Gama de frequências: de 0,01 Hz a 50 kHz 
Distância de trabalho: de 0,05 m a 200 m (sem tratamento da superfície) 
 
Marca: Ometron/Bruel & Kjaer (http://www.bksv.com) 
Modelo: 8329 vibrómetro laser para um único ponto 
Gama de velocidades: de 65 µm/s a 425 mm/s 
Gama de frequências: de 0,1 Hz a 25 kHz 
Distância de trabalho: de 0,4 m a 25 m (sem tratamento da superfície) 
 
Marca: Polytec (http://www.polytec.com) 
Modelo: OFV-3001 e OFV-303 vibrómetro laser para um único ponto 
Gama de velocidades: de 10 mm/s a 10 m/s 
Gama de frequências: de DC Hz a 50 kHz 
Distância de trabalho: de 65 mm até 250 m (com tratamento da superfície) 
 
Marca: Ometron/Bruel & Kjaer (http://www.bksv.com) 
Modelo: 8330 vibrómetro laser de varrimento 
Gama de velocidades: de 1 µm/s a 2 m/s 
Gama de frequências: de 0,1 Hz a 200 kHz 
Distância de trabalho: até 200 m (dependendo do tratamento da superfície) 
Ângulo de varrimento: 25° × 25° 
 
Marca: Polytec (http://www.polytec.com) 
Modelo: PSV-300 vibrómetro laser de varrimento 
Gama de velocidades: de 10 mm/s a 10 m/s 
Gama de frequências: de DC Hz a 40 kHz 
Distância de trabalho: de 65 mm até 250 m (com tratamento da superfície) 
Ângulo de varrimento: 40° × 40° 
Para exemplificar algumas aplicações dos transdutores laser de velocidade, na observação da 
resposta dinâmica de estruturas de engenharia civil, referem-se os trabalhos de Cunha e Caetano 
(1999) que utilizam um vibrómetro laser para avaliar as frequências naturais de vibração de tirantes da 
ponte Vasco da Gama, com a vantagem de assim não ser necessário um contacto directo com os 
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pontos dos tirantes onde a resposta é observada, e também de Kaito et al. (2001) que utilizam um 
vibrómetro laser de varrimento, para medir a resposta dum painel de betão armado do tabuleiro de um 
viaduto, com vista a identificar modos locais desse painel, através dum método de identificação modal 
estocástica. 
3.2.1.4 Transdutores de deslocamento de indutância variável 
Os transdutores de deslocamento de indutância variável, usualmente designados por LVDT 
(linear variable-differential transformers), são constituídos por 3 bobinas enroladas num tubo 
cilíndrico isolado que contém no seu interior um núcleo magnético móvel. 
Conforme se indica na figura 3.5, onde se representa um corte de um LVDT, nestes 
transdutores há duas bobinas secundárias localizadas de ambos os lados de uma bobina primária. O 
núcleo central faz com que o campo magnético gerado pela bobina primária esteja acoplado com os 
campos das bobinas secundárias. Quando o núcleo está numa posição central (figura 3.5 a)), a 
voltagem induzida em cada bobina é igual e a saída total é nula, porque ambas se cancelam. Quando o 
núcleo se desloca para o lado esquerdo (figura 3.5 b)), a primeira bobina secundária fica mais 
fortemente acoplada com a bobina primária do que a segunda bobina secundária; a maior voltagem da 
primeira bobina secundária dá origem a um sinal de saída que está em fase com a voltagem da bobina 
primária. De forma idêntica, quando o núcleo se desloca para a direita (figura 3.5 c)), a segunda 
bobina secundária fica mais fortemente acoplada com a bobina primária do que a primeira bobina 
secundária; resulta assim um sinal de saída que está em oposição de fase com a voltagem da bobina 
primária. 
 
Figura 3.5 – Esquema do funcionamento de um LVDT (http://www.natinst.com). 
Os condicionadores de sinal de um LVDT geram um sinal sinusoidal para a bobina primária e 
de forma síncrona desmodulam o sinal de saída das bobinas secundárias, resultando assim um sinal 
DC que é proporcional ao deslocamento do núcleo. 
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Nos LVDT, a frequência do sinal de excitação pode ser de 50 Hz até mais de 25 kHz, 
conseguindo-se melhores sensibilidades com sinais de 1 a 5 kHz. Esta frequência do sinal de excitação 
deve ser igual a pelo menos 10 vezes a máxima frequência da resposta medida com o transdutor. 
Os LVDT são transdutores passivos, uma vez que tem de lhes ser fornecido um sinal eléctrico 
de alimentação. Para exemplificar, indicam-se no quadro 3.6 as características gerais de alguns 
transdutores LVDT disponíveis actualmente no mercado. 
Quadro 3.6 – Características gerais de alguns transdutores LVDT. 
 
Marca: Micro-Epsilon (http://www.micro-epsilon.com) 
Gama de amplitudes: ±1 / 3 / 5 / 10 / 15 / 25 mm 
Sensibilidade: 133 mV/V/mm (no modelo de ±1 mm) 
Frequência de excitação: 1 a 5 kHz 
 
Marca: Omega (http://www.omega.com) 
Modelo: LD200 
Gama de amplitudes: ±1,25 / 2.5 / 5 / 7.5 / 10 mm 
Sensibilidade: 250 mV/V/mm (no modelo de ±1,25 mm) 
Frequência de excitação: 1 a 10 kHz 
 
Marca: Omega (http://www.omega.com) 
Modelo: LD300 
Gama de amplitudes: ±15 / 25 / 50 / 100 / 150 / 250 / 300 mm 
Sensibilidade: 34 mV/V/mm (no modelo de ±15 mm) 
Frequência de excitação: 1 a 10 kHz 
 
Marca: Sentech (http://www.sentechlvdt.com) 
Modelo: 75PCAC e 75PCDC 
Gama de amplitudes: ±1,27 / 3,18 / 6,35 / 12,7 / 25,4 / 50,8 / 76,2 / 127 / 254 mm 
Sensibilidade: 165 mV/V/mm (no modelo de ±1,27 mm) 
Frequência de excitação: 400 Hz a 10 kHz 
 
Marca: HBM (http://www.hbm.com) 
Modelo: WA L 
Gama de amplitudes: ± 2 / 10 / 20 / 50 / 100 / 200 / 500 mm 
Sensibilidade: 80 mV/V 
Frequência de excitação: 4,8 kHz 
3.2.1.5 Transdutores laser de deslocamento 
A observação da resposta em deslocamento de estruturas de engenharia civil pode também ser 
efectuada através de transdutores baseados em sistemas laser. Actualmente, há pelo menos dois 
sistemas disponíveis, com princípios de funcionamento ligeiramente diferentes. 
O primeiro dos referidos sistemas baseia-se na utilização de um transmissor laser e de um 
receptor optoelectrónico activo que deve ficar colocado no ponto onde se pretende medir a resposta da 
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estrutura. O transmissor e o receptor devem assim ser posicionados de modo a que o raio laser forme 
uma linha de referência desde o transmissor até ao centro da área sensível do receptor. Quando o 
receptor se desloca em relação à linha de referência, devido aos movimentos do ponto onde está 
colocado, a posição do raio laser na área do receptor altera-se também. Através do sistema 
optoelectrónico, a posição do centro de gravidade do raio laser na área do receptor é continuamente 
determinada, em termos das suas coordenadas x e y, e transformada em sinais analógicos, a elas 
proporcionais. 
O segundo sistema é constituído por um emissor/receptor optoelectrónico e por um alvo 
reflector a colocar no ponto cujos deslocamentos se pretendem medir. Neste caso, o emissor/receptor é 
apontado para o alvo e mantido numa posição fixa. O raio laser emitido é reflectido pelo alvo e 
recebido pelo emissor/receptor que o reconhece. Quando o alvo se desloca, a posição do raio reflectido 
altera-se também nos componentes optoelectrónicos do emissor/receptor, originando, após o 
condicionamento adequado, sinais analógicos proporcionais aos deslocamentos do alvo. 
Ambos os sistemas acima descritos são comercializados pela empresa Finlandesa Noptel Oy, 
indicando-se no quadro 3.7 as características de 3 dos modelos actualmente existentes. Há já vários 
casos de aplicação deste tipo de transdutores na observação do comportamento dinâmico de estruturas 
de engenharia civil; refere-se, nomeadamente, a aplicação num sistema de monitorização que esteve 
instalado durante dois anos na ponte Skarnsundet (Myrvoll et al., 1994) na costa Oeste da Noruega. 
Quadro 3.7 – Características gerais de alguns transdutores laser de deslocamento. 
 
Marca: Noptel Oy (http://www.noptel.fi) 
Modelo PSM-200 
Área de medição: 200 mm 
Distância de trabalho: de 1 m a 400 m (dependendo das condições) 
Máxima frequência de amostragem: 500 Hz 
Resolução: < 0,1 mm 
 
Marca: Noptel Oy (http://www.noptel.fi) 
Modelo PSM-90 
Área de medição: 90 mm 
Distância de trabalho: de 1 m a 100 m (dependendo das condições) 
Máxima frequência de amostragem: 500 Hz 
Resolução: < 0,01 mm 
 
Marca: Noptel Oy (http://www.noptel.fi) 
Modelo PSM-R 
Área de medição: de 0,12 m a 4,5 m (dependendo da distância) 
Distância de trabalho: de 10 m a 600 m  
Máxima frequência de amostragem: 100 Hz 
Resolução: de 0,1 mm a 30 mm (dependendo da distância e condições) 
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3.2.1.6 Transdutores baseados em sistemas de satélites de navegação global 
Uma das aplicações actuais da tecnologia dos sistemas de satélites de navegação global GNSS 
(Global Navigation Satellite Systems) é a observação de deslocamentos em estruturas de engenharia 
civil, nomeadamente em pontes de grande vão ou em edifícios altos. Nestas estruturas, dada a sua 
flexibilidade, os deslocamentos induzidos pelas acções a que estão sujeitas, nomeadamente pelo vento, 
têm amplitudes que são mensuráveis de forma inequívoca com a precisão que actualmente é possível 
obter com os transdutores baseados nos GNSS. Para estruturas de maior rigidez, pode-se considerar 
que o interesse desta tecnologia é ainda limitado, no entanto ela tem vindo a sofrer uma rápida 
evolução, sendo de prever que num futuro próximo o seu campo de aplicação se venha a alargar. 
Na linguagem corrente, é usual referir os sistemas de satélites de navegação global apenas por 
sistema GPS (Global Positioning System), no entanto esta designação apenas se refere de facto a um 
dos sistemas actualmente existentes, o sistema desenvolvido nos EUA. Existe ainda o sistema 
GLONASS (GLObal NAvigation Satellite System) desenvolvido na Rússia e está também em 
desenvolvimento na Europa o sistema GALILEO que terá o lançamento do primeiro satélite em 2005 
e deverá estar completamente operacional em 2008. Tanto o sistema GPS como o GLONASS são 
constituídos por uma rede de 24 satélites, enquanto que o GALILEO será constituído por uma rede de 
30 satélites. 
Os satélites de navegação global dispõem de relógios atómicos de elevada precisão e estão 
continuamente a transmitir sinais através de duas ondas designadas por L1 e L2. A posição na 
superfície da Terra de um receptor desses sinais é determinada a partir das distâncias desse receptor 
aos satélites, avaliadas com base no intervalo de tempo entre a transmissão dos sinais e a sua recepção. 
Para a determinação da latitude e longitude de um ponto, é necessário que pelo menos 3 satélites 
estejam em linha de vista com o ponto na Terra, enquanto que para a determinação da altitude são 
necessários pelo menos 4 satélites. 
Para as aplicações que exigem maior precisão, com é o caso da observação de deslocamentos 
em estruturas de engenharia civil, utilizam-se técnicas que são designadas por DGPS (Differential 
Global Positioning System) que envolvem a utilização de um receptor num ponto fixo de referência a 
partir do qual são introduzidas correcções na determinação da posição de outros receptores colocados 
em pontos da estrutura. A introdução dessas correcções pode ser efectuada em tempo real se no 
receptor de referência for incluída uma unidade que transmite a informação que recebe dos satélites 
para os receptores colocados em pontos da estrutura, onde é logo efectuado o processamento que 
permite determinar com maior precisão a posição desses pontos – esta técnica é designada por RTK 
(Real Time Kinematic). 
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Como aplicações práticas da tecnologia dos satélites de navegação global na observação de 
deslocamentos em estruturas de engenharia civil, referem-se os trabalhos de: Ashkenazi e Roberts 
(1997) na ponte do Humber no Reino Unido, uma ponte suspensa com um vão central de 1410 m; 
Nakamura et al. (1999) na ponte Hakucho no Japão, uma ponte suspensa com um vão central de 
720 m; Wang et al. (2001) nas pontes Tsing Ma, Kap Shui Mun e Ting Kau em Hong Kong, a 
primeira suspensa e as outras duas atirantadas; Celebi e Sanli (2002) em edifícios em Los Angeles; 
Kijewski-Correa e Kareem (2003) em edifícios em Chicago. 
Na figura 3.6 podem-se observar as antenas GPS instaladas no topo das torres da ponte Akashi 
Kaikyo no Japão e da ponte Tsing Ma em Hong Kong. 
   
 ponte Akashi Kaikyo no Japão ponte Tsing Ma em Hong Kong 
Figura 3.6 – Antenas GPS instaladas em pontes suspensas (http://www.leica-geosystems.com). 
É importante salientar que, para além da observação dos deslocamentos das estruturas a longo 
prazo, com a tecnologia actual dos sistemas de satélites de navegação global, é possível efectuar a 
observação de deslocamentos em regime dinâmico com frequências de amostragem de 10 Hz, o que já 
é suficiente para estruturas com longos períodos naturais de vibração. 
Em termos da precisão que actualmente é possível obter com esta tecnologia, referem-se os 
valores indicados por Kijewski-Correa e Kareem (2003) de 3 mm para observações estáticas e de 
5 mm para observações dinâmicas com frequências de amostragem de 10 Hz. 
Um dos factores que afecta a fiabilidade da determinação da posição dum ponto, a partir dos 
sistemas de satélites de navegação global, é o número de satélites que estão em linha de vista com o 
ponto em questão. Quanto maior for esse número, mais fiável é a determinação da posição do ponto. 
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Em consequência, actualmente, alguns dos fabricantes de equipamentos para topografia ou para a 
observação de deslocamentos em estruturas, têm já receptores que permitem captar os sinais dos 
satélites de ambos os sistemas GPS e GLONASS, o que aumenta muito a probabilidade de em cada 
instante haver um maior número de satélites em linha de vista com o ponto cuja posição se pretende 
determinar. 
Uma outra técnica que tem sido investigada (Barnes et al., 2003) com vista a aumentar a 
precisão das medições de deslocamentos com base nos sistemas de satélites de navegação global, é a 
utilização dos chamados PL (pseudolites) que são transmissores colocados em Terra, em pontos fixos, 
que emitem sinais semelhantes aos dos satélites. É até possível, utilizando um número suficiente de 
PLs (pelo menos 4), dispensar totalmente a análise dos sinais emitidos pelos satélites. 
3.2.1.7 Transdutores baseados em interferometria de micro-ondas 
Nos estudos efectuados na ponte I-40 em Albuquerque, nos EUA, Farrar et al. (1998) testaram 
transdutores baseados em interferometria de micro-ondas. Trata-se de transdutores de deslocamento 
cujo princípio de funcionamento é semelhante ao dos transdutores laser de velocidade anteriormente 
apresentados, mas em que é efectuada uma interferometria de micro-ondas e não óptica. 
Os transdutores testados por Farrar et al. (1998) são constituídos por um prato parabólico (no 
caso, com 61 cm de diâmetro) com um emissor/receptor de micro-ondas montado no alinhamento do 
seu foco. O eixo destes transdutores deve ser orientado de modo a ficar perpendicular à superfície da 
estrutura cujos deslocamentos se pretendem medir, sendo também vantajoso que essa superfície seja 
plana e não curva. Um dos aspectos que é apresentado como uma vantagem deste tipo de transdutores, 
é o facto de, para os materiais estruturais mais comuns (por exemplo, betão ou aço), não ser necessário 
colocar alvos reflectores na estrutura a observar. Teoricamente estes transdutores podem ser utilizados 
a várias centenas de metros, no entanto Farrar et al. (1998) referem ter efectuado testes apenas até 
distâncias de 65 m. Em termos da resolução que é possível obter com estes tipos de transdutores, os 
mesmos autores indicam o valor de 0,1 mm para respostas com frequências inferiores a 10 Hz. 
Para além dos testes efectuados por Farrar et al. (1998), não é do conhecimento do autor deste 
trabalho, que tenham sido efectuadas outras aplicações práticas com este tipo de transdutores. 
3.2.1.8 Extensómetros 
Uma grandeza da resposta das estruturas que também pode ser medida experimentalmente é a 
extensão, através de transdutores apropriados designados por extensómetros. Note-se que de facto, 
com estes transdutores não se medem extensões mas sim deformações que, sendo referidas à base de 
medida de cada extensómetro, são imediatamente transformadas em extensões médias nessa base. 
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Os extensómetros são em geral mais adequados para efectuar observações localizadas em 
determinadas zonas do que para observar o comportamento global duma estrutura. Para este último 
fim é preferível medir deslocamentos, velocidades ou acelerações. 
Na observação do comportamento dinâmico de estruturas de engenharia civil, os 
extensómetros podem ser utilizados para efectuar a avaliação dos efeitos dinâmicos de determinadas 
acções, como por exemplo o tráfego rodoviário ou ferroviário, permitindo quantificar os factores de 
amplificação dinâmica (DAF) associados a essas acções. Esta aplicação dos extensómetros tem sido 
efectuada pelo LNEC em diversos ensaios de recepção de estruturas de pontes e viadutos, sendo 
também de referir o trabalho de doutoramento de Calçada (2003). 
Em termos de identificação modal de estruturas de engenharia civil, a maioria dos estudos têm 
sido efectuados com base na medição da resposta em aceleração, no entanto, é também possível 
desenvolver estudos de identificação modal com base em registos de extensões. Neste domínio é de 
referir o projecto de investigação que está actualmente em desenvolvimento nas Universidades de 
Ghent e de Leuven na Bélgica (Fib, 2003), onde estão a ser utilizados extensómetros de fibra óptica 
(do tipo rede de Bragg) com vista a aplicar técnicas de identificação modal e de detecção de danos. 
Existem diversos tipos de extensómetros que podem ser aplicados na observação do 
comportamento de estruturas, nomeadamente: 
- Extensómetros mecânicos ou alongâmetros: Trata-se de aparelhos de leitura manual com 
uma grande tradição na observação de obras, nomeadamente no LNEC. A sua utilização 
implica a colocação de bases próprias que definem a base de medida dos extensómetros nas 
zonas das estruturas onde se pretendem medir as extensões. Em Rosa (1974) faz-se uma 
descrição de vários aparelhos deste tipo, indicando-se também algumas regras gerais 
relativas à sua utilização. O facto de serem aparelhos de leitura manual, impossibilita a sua 
utilização com sistemas automáticos de aquisição de dados ou na observação do 
comportamento dinâmico de estruturas. 
- Extensómetros de corda vibrante: São transdutores constituídos por uma corda vibrante de 
aço tensionada e solidamente presa entre as extremidades do extensómetro. A corda é 
forçada a vibrar através de um electroíman excitado por um impulso eléctrico e, após um 
período de estabilização, a frequência de vibração da corda é medida. Como esta frequência 
de vibração depende da tensão na corda, ou seja, é proporcional ao deslocamento entre as 
extremidades do extensómetro, torna-se possível avaliar a extensão média entre essas 
extremidades. No LNEC existe uma larga experiência na aplicação deste tipo de transdutores 
na observação a longo prazo do comportamento de estruturas de betão, quer em pontes quer 
em barragens. Note-se ainda que, dado o tempo de estabilização que é necessário para 
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efectuar a leitura da frequência de vibração da corda, os transdutores deste tipo não permitem 
efectuar leituras com frequências de amostragem rápidas, não sendo por isso adequados para 
a medição do comportamento dinâmico de estruturas. 
- Extensómetros eléctricos: Neste tipo de extensómetros a deformação é convertida num sinal 
eléctrico resultante duma alteração na capacitância, indutância ou resistência do transdutor. 
Há assim os vários tipos de extensómetros eléctricos que se indicam em seguida: 
- Extensómetros indutivos. Em vários dos ensaios dinâmicos efectuados pelo LNEC em 
estruturas de pontes, cujos relatórios são indicados nas referências bibliográficas deste 
trabalho, foram utilizados extensómetros deste tipo. Fundamentalmente, são constituídos 
por um transdutor indutivo de deslocamento com uma base de medida. 
- Extensómetros de resistência eléctrica: São os extensómetros mais utilizados e que têm 
tido um maior campo de aplicações. O seu princípio de funcionamento baseia-se no facto 
de que num fio metálico, quando comprimido ou traccionado, verifica-se uma alteração 
de resistência eléctrica em função da alteração no seu comprimento, na sua secção e da 
sua resistividade específica. 
Os extensómetros de resistência eléctrica são constituídos por uma resistência 
metálica, por uma base de material isolante adequado (de matéria plástica, papel ou pano) 
e pelos terminais de ligação. Há extensómetros de resistência eléctrica numa vasta gama 
de dimensões e de configurações, cada uma adequada a uma aplicação específica. Na 
figura 3.7 ilustram-se algumas das configurações existentes. 
     
 uniaxial roseta biaxial roseta com três elementos roseta de corte 
Figura 3.7 – Exemplos de extensómetros eléctricos de resistência (http://www.vishay.com). 
Como num extensómetro sujeito a uma deformação, a variação relativa de 
resistência eléctrica é muito pequena, utiliza-se um circuito eléctrico, designado por ponte 
de Wheatstone, que permite transformar as variações de resistência em variações de 
potencial no circuito, as quais são, portanto, proporcionais às extensões que se pretendem 
medir. 
Um aspecto particular da utilização dos extensómetros de resistência eléctrica, 
tem a ver com a sua fixação à superfície dos elementos estruturais onde se pretendem 
medir extensões, a qual deve ser efectuada utilizando colas adequadas e com um 
tratamento apropriado dessas superfícies. A protecção dos extensómetros após a sua 
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colocação é também um factor importante a ter em conta. Algumas recomendações 
relativas a estes aspectos são apresentadas em Rosa (1974). 
- Extensómetros piezoeléctricos: Um extensómetro deste tipo é o modelo 740A02 da PCB 
Piezotronics. Trata-se de um transdutor constituído por um sensor de quartzo, com 
circuitos integrados, colocado num invólucro de titânio. 
Para além dos extensómetros eléctricos dos tipos acima indicados, há ainda os 
extensómetros capacitivos (Fib, 2003) e os extensómetros de semicondutores (Dally et al., 
1993; Fib, 2003). 
A maioria dos extensómetros eléctricos podem ser utilizados tanto para a observação 
do comportamento estático como dinâmico dos sistemas estruturais. A excepção são os 
extensómetros piezoeléctricos que apenas são adequados para medir a resposta dinâmica das 
estruturas. 
- Extensómetros de fibra óptica: Recentemente, em virtude dos desenvolvimentos na 
tecnologia da fibra óptica, tem havido um aumento na aplicação de transdutores de fibra 
óptica, nomeadamente, de extensómetros, os quais estão a começar a ser uma alternativa 
relativamente aos extensómetros de resistência eléctrica, embora mais dispendiosa. 
As grandes vantagens dos extensómetros de fibra óptica estão na sua sensibilidade e 
na sua capacidade de suportar condições ambientais adversas (humidade, temperatura 
elevada, ambiente corrosivo, interferências electromagnéticas) com o consequente bom 
desempenho a longo prazo. São também transdutores que podem ser aplicados tanto para a 
observação da resposta estática como da resposta dinâmica dos sistemas estruturais. 
Em Portugal, é de referir o trabalho desenvolvido na FEUP e no INESC do Porto 
(Félix et al., 2000) com vista a explorar as capacidades dos extensómetros de fibra óptica na 
área das estruturas de engenharia civil. 
O funcionamento dos extensómetros de fibra óptica pode basear-se na alteração de 
fase, de amplitude (intensidade), de frequência ou de polaridade da luz, quando esta se 
propaga numa fibra óptica sujeita a uma deformação. Há assim diversos tipos de 
extensómetros de fibra óptica, os quais são indicados em seguida, sem se fazer a sua 
descrição detalhada, a qual pode ser consultada, por exemplo, em Dally et al. (1993) e Fib 
(2003): 
- Extensómetros de interferometria (fase modulada): 
- Interferómetro de Mach-Zehnder. 
- Interferómetro de Michelson. 
- Interferómetro de Fabry-Perot. 
- Interferómetro de Fabry-Perot extrínseco. 
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- Interferómetro de Sagnac. 
- Extensómetros de intensidade modulada. 
- Extensómetros de frequência modulada: 
- Rede de Bragg (Bragg grating). 
- Extensómetros de Raman. 
- Extensómetros de Brillouin. 
3.2.2 Sistemas de aquisição de dados 
Um aspecto comum à maioria dos transdutores anteriormente descritos é o de que as 
grandezas de resposta dos sistemas estruturais, que com eles são medidas, são transformadas em sinais 
eléctricos a elas proporcionais. Assim, uma parte importante de qualquer equipamento que seja 
utilizado para medir a resposta dinâmica de estruturas é a que permite efectuar o registo desses sinais 
eléctricos, se possível, já em unidades físicas da grandeza correspondente. Conforme já referido, 
actualmente essa operação é efectuada através de sistemas de aquisição de dados, com placas de 
conversão analógica/digital (ADC), ligados a computadores digitais com unidades de memória (disco 
rígido) onde é efectuado o armazenamento das respostas observadas, sob a forma de séries discretas 
por amostragem. 
No domínio da análise modal clássica, com controlo e medição das forças de excitação, é 
também muito comum a utilização de analisadores, que para além da conversão analógica/digital dos 
sinais de entrada e resposta, efectuam desde logo a análise necessária à avaliação de estimativas das 
funções de resposta em frequência (FRF), a qual envolve, essencialmente, a aplicação de janelas de 
processamento de sinal, a utilização do algoritmo da FFT e o cálculo de médias. 
No campo da identificação modal estocástica, tem sido mais comum a utilização de sistemas 
de aquisição de dados, com os quais, as respostas medidas são armazenadas sob a forma de séries 
temporais discretas por amostragem. Uma vantagem em armazenar a informação experimental nessa 
forma não processada, tem a ver com a possibilidade de, posteriormente, se poder efectuar a sua 
análise através de métodos diferentes. Não é no entanto de pôr de lado a hipótese de utilizar sistemas 
que, tal como os analisadores referidos no parágrafo anterior, façam imediatamente, logo após a 
aquisição dos sinais de resposta, uma parte do processamento, como por exemplo a avaliação das 
estimativas das funções de densidade espectral dos sinais de resposta medidos. De facto, para uma das 
aplicações que será brevemente apresentada no capítulo 6, a identificação experimental das 
frequências de vibração de tirantes com vista avaliar as forças neles instaladas, desenvolveu-se um 
programa de aquisição/processamento em que se procede dessa forma. 
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A operação mais importante que é efectuada num sistema de aquisição de dados é a conversão 
analógica/digital, por intermédio da qual os sinais contínuos analógicos provenientes dos transdutores 
e circuitos de condicionamento, são transformados em séries discretas por amostragem. Esta operação 
de conversão deve decorrer de modo a que as características dos sinais analógicos sejam representadas 
nas respectivas séries discretas, com suficiente precisão em termos de frequência, amplitude e fase. 
O processo de conversão analógica/digital envolve dois conceitos importantes: a amostragem, 
que é a parte do processo relacionada com o intervalo de tempo entre os valores digitais discretos que 
são extraídos dos sinais analógicos; e a quantização, que é a parte do processo relacionada com a 
representação digital da amplitude dos sinais analógicos. A precisão da representação discreta em 
termos de frequência é apenas influenciada pela amostragem, enquanto que a precisão em termos de 
amplitude e fase é influenciada tanto pela amostragem como pela quantização. 
Para que a representação discreta dum sinal contínuo seja correcta em termos de frequência, é 
necessário ter em conta o teorema de amostragem de Shannon (por vezes designado por teorema de 
Nyquist), segundo o qual, a frequência de amostragem fs deve ser pelo menos igual ao dobro da 
máxima frequência fmáx das componentes do sinal: 
 1 2 2s Nyq máxf f ft
= = × ≥ ×
∆
 (3.1) 
O teorema de Shannon está portanto relacionado com a máxima frequência que é possível 
descrever correctamente numa série discreta por amostragem. O valor dessa máxima frequência é 
designado por frequência de Nyquist, fNyq. Se a condição expressa no teorema de Shannon não for 
respeitada, ocorre o erro de aliasing que se traduz no facto de uma componente com uma frequência 
superior a fNyq surgir, incorrectamente, na série discreta como tendo uma frequência mais baixa (ver 
figura 3.8). 
 
sinal contínuo sinal adequadamente amostrado
 
sinal contínuo sinal incorrectamente amostrado (com aliasing)
 
Figura 3.8 – Efeito de aliasing dum sinal devido a amostragem com uma frequência muito baixa. 
Ao definir a frequência de amostragem a utilizar na aquisição dos sinais de resposta dum 
sistema estrutural, é necessário ter em conta as características de todo o equipamento utilizado, desde 
os transdutores, condicionadores de sinal, até ao próprio sistema de aquisição, onde poderão estar 
incluídos filtros, de modo a evitar o efeito de aliasing. 
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Na situação dos filtros analógicos existentes no equipamento terem uma frequência de corte 
muito elevada para as frequências de interesse da estrutura em causa, dever-se-á efectuar a aquisição 
de dados com a frequência de amostragem adequada para as características do equipamento, 
procedendo-se posteriormente a operações de processamento digital das séries de resposta adquiridas 
(essencialmente, filtragem passa-baixo e decimação dessas séries), conforme se descreverá mais 
adiante quando se abordarem as operações de pré-processamento que devem ser efectuadas nas séries 
de resposta registadas experimentalmente. 
A operação de quantização referida anteriormente consiste na conversão da amplitude de um 
determinado valor analógico para o valor inteiro mais próximo, disponível no conversor 
analógico/digital. Esta operação envolve a representação de uma gama de valores que os sinais 
analógicos, à entrada do sistema de aquisição, podem assumir, por um número inteiro de níveis. Este 
número discreto de níveis depende da resolução, ou número de bits, do conversor analógico/digital 
(ver figura 3.9). Um conversor com uma resolução de m bits tem capacidade para discretizar a gama 













Figura 3.9 – Sinal sinusoidal discretizado com uma resolução de 3 bits (23 = 8 níveis). 
Em aplicações no domínio da identificação modal, é importante que a amostragem dos sinais 
de resposta seja efectuada de forma simultânea relativamente a todos os transdutores que estiverem a 
ser utilizados. Nos equipamentos de aquisição de dados há duas formas de conseguir essa 
simultaneidade da amostragem. A primeira consiste na utilização de circuitos de amostragem-retenção 
independentes para cada canal e na sua ligação a um único circuito de conversão analógica/digital; 
neste caso os sinais são capturados simultaneamente pelos circuitos de amostragem-retenção e 
seguidamente, o circuito de conversão percorre todos os canais, efectuando a conversão da amplitude 
eléctrica, retida em cada um, para um valor digital. A segunda opção, consiste na utilização de 
circuitos de amostragem e de conversão analógica/digital independentes para cada canal; é uma opção 
mais dispendiosa, uma vez que o número de circuitos de conversão multiplica-se pelo número de 
canais, mas que tem uma performance melhor. 
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No sistema de instrumentação referido anteriormente, que foi utilizado em vários dos 
exemplos apresentados no capítulo 6, foram adoptadas duas soluções para a aquisição de dados, 
utilizando-se em ambas equipamento da National Instruments. 
Nos ensaios efectuados na estrutura de ampliação do aeroporto da Madeira e na ponte 
Salgueiro Maia em Santarém, utilizou-se uma placa de aquisição SCXI-1200 com conversão 
analógica/digital a 12 bits, ligada a um chassis SCXI-1000DC de 24 canais com placas SCXI-1140 de 
amostragem-retenção. A placa de aquisição foi por sua vez ligada a um computador portátil, através da 
porta paralela, com o qual se efectuou a aquisição de dados, utilizando software desenvolvido em 
LabView. 
Nos ensaios efectuados depois do da ponte Salgueiro Maia (que no capítulo 6 são também 
apresentados depois desse estudo), utilizou-se uma placa de aquisição DAQ Card AI-16XE-50, com 
conversão analógica/digital a 16 bits, ligada a um chassis SCXI-1000DC de 32 canais com placas 
SCXI-1140 de amostragem-retenção. Essa placa de aquisição foi instalada na porta PCMCIA de um 
computador portátil, a partir do qual se efectuou a aquisição de dados, nalguns estudos com software 
desenvolvido em LabView e noutros com o programa VirtualBench Logger da National Instruments. 
Na figura 3.10 representa-se o sistema de instrumentação desenvolvido para os acelerómetros 
ES-U, incluindo já o sistema de aquisição de dados. Actualmente, dispõe-se apenas de 15 
acelerómetros ES-U, no entanto o sistema pode ser facilmente expandido para um maior número de 
transdutores, bastando para tal, aumentar o número de unidades de alimentação e condicionamento de 
sinal dos acelerómetros, pois, no sistema de aquisição há já um total de 32 canais. Como o sistema de 
aquisição de dados é de aplicação perfeitamente geral, pode também ser utilizado com transdutores de 
outro tipo (o que já foi feito nalguns estudos, em que, para além dos acelerómetros ES-U também se 
utilizaram extensómetros). 
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Figura 3.10 – Configuração actual do sistema de instrumentação desenvolvido para os acelerómetros ES-U. 
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3.2.3 Macro-sismógrafos 
Os macro-sismógrafos são um equipamento cuja principal aplicação é o registo de acelerações 
induzidas pela acção dos sismos, quer ao nível do solo quer em quaisquer outros locais. Obviamente, 
podem também ser utilizados para registar as acelerações induzidas por outro tipo de eventos, tais 
como explosões, a passagem de veículos pesados, de comboios, etc. 
Os macro-sismógrafos englobam, numa única unidade independente, os diversos componentes 
dum sistema de medição de acelerações, incluindo os transdutores (normalmente 3 acelerómetros de 
tipo force balance, orientados de modo a registarem as acelerações em três direcções ortogonais entre 
si), um sistema de alimentação e condicionamento desses transdutores, uma placa de conversão 
analógica/digital, um processador que controla as condições de funcionamento do aparelho e ainda 
unidades de memória onde são armazenados os registos. 
No quadro 3.8 indicam-se as características gerais de alguns macro-sismógrafos disponíveis 
actualmente no mercado. 
Quadro 3.8 – Características gerais de alguns macro-sismógrafos. 
 
Marca: GeoSig (http://www.geosig.ch) 
Modelo: GSR-24 
Resolução da placa de ADC: 24 bits 
Memória: 16 Mbytes (expansível a 64 Mbytes) 
Transdutor: Guralp CMG-5T ou GeoSig AC-63 (ver quadro 3.3) 
 
Marca: Kinemetrics (http://www.kinemetrics.com) 
Modelo: Etna 
Resolução da placa de ADC: 18 bits 
Memória: 16 Mbytes (expansível) 
Transdutor: Kinemetrics EpiSensor ES-T (ver quadro 3.3) 
A forma mais usual de utilizar os macro-sismógrafos consiste em configurá-los de modo a que 
guardem os registos de acelerações, quando no sinal de um dos transdutores se verifica uma 
determinada condição pré-definida (ou através dum valor máximo, ou por intermédio duma relação 
que reflecte a existência de um aumento global do nível das acelerações). Nos modelos de algumas 
marcas, essa forma de utilizar os macro-sismógrafos é mesmo a única possível. 
Alguns macro-sismógrafos, como é o caso dos GSR-16 da GeoSys (actualmente GeoSig), 
podem ser configurados de modo a que o início do armazenamento dos registos se verifique a uma 
determinada hora e data, pré-programadas. Com esta forma de funcionamento, compreende-se o 
interesse que pode haver na utilização de macro-sismógrafos para aplicações no domínio da 
identificação modal estocástica de estruturas de engenharia civil. De facto, dispondo de vários 
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aparelhos e desde que todos tenham os respectivos relógios acertados pela mesma referência, é 
possível programá-los de modo a que iniciem todos o armazenamento dos registos no mesmo instante, 
possibilitando assim a medição simultânea da resposta duma estrutura em diversos dos seus pontos. 
A ideia de aplicar macro-sismógrafos em estudos de identificação modal de estruturas de 
engenharia civil, foi utilizada nos ensaios efectuados na ponte da Arrábida (LNEC - Rodrigues et al., 
1997) e na ponte da Figueira da Foz e seus viadutos de acesso (LNEC - Campos Costa et al., 1997) e 
ainda em vários outros estudos realizados posteriormente (ver capítulo 6). Essa ideia foi também 
adoptada com sucesso, nos estudos efectuados na ponte Vasco da Gama (Cunha et al., 1998), na ponte 
Luiz I (Cunha e Calçada, 1999) e também na nova ponte Hintze Ribeiro (Caetano e Cunha, 2003). 
Em vários dos casos de aplicação que serão apresentados no capítulo 6, foram utilizados 
macro-sismógrafos GSR-16, cujas características gerais são apresentadas em seguida. 
Os macro-sismógrafos GSR-16 estão equipados com acelerómetros de tipo servo, de modelo 
SSA-320 (triaxial) da Terra Technology (uma marca que entretanto desapareceu do mercado, 
conforme já referido). Estes acelerómetros têm uma gama dinâmica de 120 dB, uma resposta dinâmica 
de DC a 50 Hz e um campo de medida de ± 2 g, sendo no entanto possível definir factores de ganho 
dum circuito de amplificação, com valores de 1, 2 ou 4, o que permite aumentar a sensibilidade dos 
GSR-16. 
O sistema de conversão analógica/digital dos GSR-16 é de 16 bits. 
Em condições normais de operação, os GSR-16 encontram-se continuamente a amplificar, 
filtrar e digitalizar os sinais dos três transdutores que os equipam. Sempre que se cumprem 
determinadas condições pré-definidas, o sistema armazena em memória, as acelerações dos 
respectivos transdutores. Cada canal possui um filtro analógico passa-baixo de tipo Butterworth de 6 
pólos com frequência de corte de 100 Hz. A frequência de amostragem efectivamente utilizada na 
conversão analógica/digital é sempre de 1000 Hz, no entanto, o utilizador pode escolher que os 
registos sejam armazenados com frequências de amostragem que podem ir desde os 50 Hz até aos 
1000 Hz (de entre um conjunto de 9 valores). Para tal, é efectuado o processamento digital adequado, 
incluindo a aplicação de filtros digitais passa-baixo, que garantem a ausência de erros de aliasing nos 
sinais armazenados. 
A capacidade de memória dos GSR-16 é de 1 Mbyte. A configuração destes macro-
sismógrafos é efectuada através de um computador, utilizando um programa, FieldView, desenvolvido 
pelo fabricante do equipamento, o qual fornece também um outro programa, CloseView, que tem 
disponíveis algumas funções para análise dos registos obtidos com os GSR-16. 
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Na figura 3.11 podem-se observar alguns aspectos da utilização dos GSR-16, em alguns dos 
casos de aplicação que serão apresentados no capítulo 6. 
 ponte da Figueira da Foz ponte Miguel Torga ponte suspensa sobre o rio Tejo 
    
Figura 3.11 – Alguns aspectos da utilização dos macro-sismógrafos GSR-16. 
3.3 Técnicas de ensaio in situ para a caracterização dinâmica de estruturas 
Podem-se distinguir fundamentalmente três tipos de técnicas de ensaio in situ para a 
caracterização dinâmica de estruturas: 
- ensaios de vibração forçada, com controlo e medição das forças de excitação; 
- ensaios de medição da resposta das estruturas em regime livre; 
- ensaios de medição da resposta das estruturas às acções ambiente, às quais elas estão 
normalmente sujeitas em condições usuais de serviço. 
3.3.1 Ensaios de vibração forçada 
Os ensaios de vibração forçada consistem essencialmente na aplicação duma excitação 
controlada num ponto ou em vários pontos duma estrutura e na medição da resposta (normalmente em 
aceleração) em vários pontos dessa mesma estrutura. Uma vez que nestes ensaios, as forças de 
excitação são medidas, torna-se possível efectuar a avaliação das funções de resposta em frequência 
(FRF) que relacionam as respostas medidas nos diversos pontos com as forças aplicadas. Neste caso, a 
análise de identificação modal é efectuada com base nessas FRF avaliadas experimentalmente ou nas 
funções a elas correspondentes no domínio do tempo, as funções de resposta impulsiva (IRF). 
Os ensaios de vibração forçada exigem a utilização de equipamentos adequados para a 
aplicação das forças de excitação, tais como geradores de vibrações servo-hidráulicos, ou mecânicos 
de massas excêntricas, ou ainda equipamentos de aplicação de impulsos. As forças de excitação que 
são utilizadas podem ser de diversos tipos, nomeadamente, excitações de variação harmónica, ou com 
características de ruído branco numa determinada gama de frequências, ou ainda de tipo impulsivo. 
No caso de sistemas estruturais de pequena dimensão, não é muito difícil desenvolver 
equipamentos adequados para aplicação das forças de excitação, havendo vários fabricantes que os 
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têm disponíveis comercialmente. Já no que se refere às estruturas de grandes dimensões, como é o 
caso das estruturas de engenharia civil, torna-se extremamente difícil e dispendioso dispor de 
equipamentos de aplicação das forças de excitação com características adequadas para as propriedades 
dinâmicas dessas estruturas. Esses equipamentos, para além dos próprios excitadores, envolvem ainda 
unidades de potência hidráulica e geradores móveis que têm de ter capacidades consideráveis; por 
exemplo, Felber e Cantieni (1996) referem que os geradores móveis a utilizar em ensaios dinâmicos de 
estruturas de grandes dimensões, têm de ter potências de 50 a 100 kW. Todos estes equipamentos têm 
de ser transportados para o local da estrutura a ensaiar, exigindo também a disponibilidade de um meio 
de transporte para o fazer. 
Verifica-se ainda que com os equipamentos de excitação actualmente existentes, servo-
hidráulicos ou mecânicos de massas excêntricas, na gama das baixas frequências (abaixo de 1 Hz) é 
extremamente difícil conseguir níveis de força capazes de excitar adequadamente as estruturas de 
grandes dimensões (Felber e Cantieni, 1996). No caso das pontes de grande vão (pontes suspensas e 
pontes atirantadas) há normalmente um número considerável de modos de vibração com frequências 
inferiores a 1 Hz e que, portanto, dificilmente serão identificados com um ensaio de vibração forçada. 
Uma outra desvantagem dos ensaios de vibração forçada em estruturas de pontes que já 
estejam em serviço, relaciona-se com a necessidade de interromper a passagem do tráfego durante os 
períodos de realização dos ensaios. Em muito casos de pontes sujeitas a tráfego muito intenso, como 
por exemplo a ponte da Arrábida ou a ponte suspensa sobre o rio Tejo (cujos ensaios de medição da 
resposta às acções ambiente, serão apresentados no capítulo 6), é praticamente impossível efectuar 
uma interrupção do tráfego, em virtude dos transtornos que tal medida provocaria nas regiões servidas 
por essas pontes. 
Apesar das dificuldades em aplicar os ensaios de vibração forçada em estruturas de grandes 
dimensões, há vários trabalhos em que têm sido efectuados ensaios desse tipo. Por exemplo, no 
laboratório federal Suíço EMPA, há uma larga experiência na realização de ensaios de vibração 
forçada, tanto em estruturas de pontes como de barragens, sendo este último caso ilustrado na figura 
3.12 onde se pode observar um excitador servo-hidráulico (Cantieni, 2001) utilizado nesses ensaios. 
 
Figura 3.12 – Excitador servo-hidráulico utilizado no EMPA (Cantieni, 2001). 
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No LNEC, têm também sido efectuados vários ensaios de vibração forçada em estruturas de 
barragens, utilizando um excitador de massas excêntricas (ver figura 3.13). 
 
Figura 3.13 – Excitador de massas excêntricas utilizado no Departamento de Barragens de Betão do LNEC. 
Nas figuras 3.14 e 3.15 apresentam-se os excitadores servo-hidráulicos utilizados nos ensaios 
efectuados, respectivamente, na ponte de Yeongjong na Coreia do Sul (ponte suspensa com um vão 
central de 300 m) e na ponte de Tatara no Japão (ponte de tirantes com um vão central de 890 m). 
     
Figura 3.14 – Ensaios de vibração forçada da ponte de Yeongjong (http://www.yeongjongbridge.com). 
  
Figura 3.15 – Ensaios de vibração forçada da ponte de Tatara (http://www.hsba.go.jp). 
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No domínio dos ensaios de vibração forçada de estruturas de engenharia civil, referem-se 
também os ensaios de impacto que têm sido efectuados por diversos autores (Askegaard e Mossing, 
1988; Agardh, 1991; Lenett et al., 2000) utilizando um dispositivo apropriado para aplicação de 
impulsos (Swedish hammer ou drop weight). Na figura 3.16, ilustra-se este tipo de dispositivos, 
apresentando o desenvolvido na Universidade Católica de Leuven na Bélgica. Este tipo de ensaios é 
aplicável em estruturas com frequências de vibração com valores não muito baixos, por exemplo em 
estruturas de viadutos com vãos com algumas dezenas de metros (com cerca de 20 m a 50 m) como é 
o caso das aplicações efectuadas pelos autores referidos. 
  
Figura 3.16 – Dispositivo de aplicação de impulsos da Universidade Católica de Leuven 
(http://www.kuleuven.ac.be). 
3.3.2 Ensaios de medição da resposta em regime livre 
Neste tipo de ensaios é imposta uma deformação inicial à estrutura, que é repentinamente 
libertada, deixando-a a vibrar em regime livre. Medindo e analisando essa resposta em regime livre 
podem-se identificar as características dinâmicas da estrutura, incluindo frequências, configurações 
modais e coeficientes de amortecimento. 
Um dos maiores interesses da realização de ensaios deste tipo é a avaliação dos coeficientes de 
amortecimento, uma vez que, exclusivamente com ensaios com as acções ambiente, os valores 
estimados correspondem a níveis de resposta muito baixos e é por vezes difícil efectuar essa avaliação. 
Estes ensaios podem ser efectuados através de um cabo que é ancorado ao solo, a uma 
estrutura vizinha que seja suficientemente rígida, ou puxado por uma grua, um camião ou um 
rebocador. Esse cabo é tensionado até ao valor limite duma ligação fusível, altura a partir da qual 
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ocorre a sua libertação repentina deixando a estrutura a vibrar em regime livre. Esta técnica foi 
utilizada, por exemplo, nos ensaios efectuados na ponte suspensa sobre o rio Tejo (LNEC - Marecos et 
al., 1967), ou nos ensaios efectuados na ponte sobre o rio Colquitz no Canadá (Ventura et al., 1996). 
Uma outra forma de efectuar estes ensaios (semelhante à indicada no parágrafo anterior) é 
através da suspensão de um peso que é libertado repentinamente. Esta libertação pode ser conseguida 
por diversos meios, por exemplo através de explosivos ou através do corte a maçarico de um elemento 
do sistema de suspensão do peso. Esta técnica foi utilizada, por exemplo, nos ensaios efectuados nas 
pontes atirantadas do Guadiana e do Arade (Corrêa e Campos Costa, 1992), nos ensaios efectuados na 
ponte Vasco da Gama (Cunha et al., 1998) ou ainda nos ensaios dinâmicos da estrutura de ampliação 
do aeroporto da Madeira, que serão apresentados no capítulo 6 (ver figura 3.17). 
       
Figura 3.17 – Peso de 608 kN utilizado nos ensaios da estrutura de ampliação do aeroporto da Madeira. 
Este tipo de ensaios exige meios (cabos, pesos, etc.) que são razoavelmente acessíveis para o 
empreiteiro encarregue da construção duma obra de engenharia civil, sendo, sob esse ponto de vista, 
aceitável que se pondere a sua realização no caso de ensaios de recepção, efectuados imediatamente 
após o fim da construção duma estrutura. A realização destes ensaios numa estrutura em serviço 
implica obviamente a interrupção da sua utilização normal, apresentando portanto essa desvantagem, 
tal como os ensaios de vibração forçada. 
Farrar et al. (1999) chamam a atenção para algumas questões relacionadas com este tipo de 
ensaios. Em primeiro lugar, não se podem descurar as questões de segurança relacionadas com o corte 
repentino dum cabo tensionado (normalmente com forças elevadas). Em segundo lugar, deve-se ter em 
conta que ao proceder-se ao seu corte repentino, o cabo ou cabos, podem vir a embater na estrutura, o 
que acaba por constituir um ruído adicional que, portanto, pode surgir nos registos da resposta em 
regime livre que se pretende medir. Finalmente, deve-se escolher bem o ponto onde deve ser aplicada 
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a força para impor a deformação inicial na estrutura, pois os modos de vibração que tenham esse ponto 
como um nodo, não serão excitados e, consequentemente, não será possível identificar as suas 
características. 
3.3.3 Ensaios de medição da resposta às acções ambiente 
Os ensaios de medição da resposta das estruturas às acções ambiente consistem na medição da 
resposta das estruturas (usualmente em aceleração) às acções a que elas normalmente estão sujeitas, 
tais como o vento, o tráfego de veículos que circulem sobre as estruturas ou na sua vizinhança, o 
tráfego de peões, sismos de muito baixa intensidade (microssismicidade), o efeito da ondulação 
marítima ou do escoamento dum rio (por exemplo em estruturas offshore ou nos pilares duma ponte), 
etc. Estes ensaios podem também ser designados por ensaios com excitação natural (natural input). 
A identificação modal, efectuada com os registos de resposta obtidos em ensaios deste tipo, é 
o principal tema deste trabalho, para o qual se optou pela designação identificação modal estocástica, 
conforme referido no capítulo 1, em virtude da hipótese que é assumida para as características das 
acções ambiente. 
Em termos dos procedimentos de ensaio e dos meios necessários para a sua execução, os 
ensaios de medição da resposta das estruturas às acções ambiente são consideravelmente mais simples 
do que os ensaios dinâmicos dos outros tipos anteriormente descritos. Estes ensaios podem ser 
efectuados sem qualquer interrupção do funcionamento normal das estruturas, pois são as próprias 
acções decorrentes desse funcionamento que constituem as fontes de excitação dinâmica que induzem 
as respostas que são medidas. 
Verifica-se também que com os ensaios de medição da resposta das estruturas às acções 
ambiente, é possível identificar as características de modos de vibração com frequências muito baixas 
(abaixo de 1 Hz) o que, conforme já se referiu, é difícil de conseguir na prática com os ensaios de 
vibração forçada. 
Salienta-se também que têm sido efectuados alguns estudos em que foi possível comparar os 
resultados obtidos em ensaios de vibração forçada com os resultantes da análise da resposta às acções 
ambiente, verificando-se haver uma boa concordância entre eles (Trifunac, 1972; Felber e Cantieni, 
1996; Kramer et al., 1999; Lamarche et al., 2004). 
Os ensaios de medição da resposta das estruturas às acções ambiente têm obviamente as suas 
exigências específicas: 
- A primeira relaciona-se com a sensibilidade dos transdutores e a resolução dos sistemas de 
aquisição de dados que devem ser utilizados nesse tipo de ensaios, pois nalgumas situações 
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de estruturas mais rígidas, as respostas induzidas pelas acções ambiente podem ter 
amplitudes muito baixas, sendo necessário utilizar transdutores com capacidade para as 
medir e sistemas de aquisição de dados que as permitam registar com uma resolução 
adequada; 
- A segunda exigência está relacionada com os procedimentos de ensaio, que também têm as 
suas particularidades, embora com aspectos em comum com os ensaios com medição e 
controlo das forças de excitação; 
- Uma terceira especificidade tem a ver com os métodos de identificação, ou de análise dos 
registos de resposta com vista a avaliar as características dinâmicas dos sistemas, os quais 
têm que ser apropriados para a situação em que apenas se medem as respostas dos sistemas. 
As questões relacionadas com a primeira exigência dos ensaios com excitação natural foram já 
analisadas quando se descreveram os equipamentos de medição da resposta dos sistemas. Os aspectos 
relativos aos procedimentos de ensaio, tanto em termos da sua preparação como da sua execução em 
si, serão abordados em seguida. Quanto aos métodos de identificação modal estocástica, serão objecto 
de análise detalhada no capítulo 4, apresentando-se no entanto, ainda neste capítulo, os procedimentos 
de pré-processamento dos registos de resposta obtidos experimentalmente. 
Planeamento, preparação e execução dos ensaios: 
Uma vez tomada a decisão de efectuar um estudo de identificação modal de uma estrutura de 
engenharia civil, com base em ensaios com excitação natural, deve-se ter em conta que o sucesso 
desse trabalho depende em grande parte do seu planeamento e preparação. Procuram-se salientar em 
seguida alguns aspectos desse planeamento e preparação que se considera serem importantes. 
Um primeiro aspecto a ter em conta é o de procurar ter acesso ou desenvolver um modelo de 
elementos finitos da estrutura que permita ter, desde logo, uma estimativa das frequências e 
configurações dos seus modos naturais de vibração. Em geral, esse modelo já existe, nomeadamente o 
que foi utilizado no projecto da estrutura ou, no caso de uma obra já com alguns anos de utilização, o 
que eventualmente foi desenvolvido num estudo de avaliação dessa obra e no qual se integram os 
ensaios a realizar. Nalguns casos, no entanto, torna-se necessário efectuar o trabalho de elaboração 
desse modelo, o que deve ser feito recorrendo à informação disponível no seu projecto e em eventuais 
ensaios que tenham sido efectuados no sentido de caracterizar os seus materiais. 
Sempre que os ensaios tenham como objectivo a identificação de configurações modais, é 
necessário medir a resposta das estruturas num número suficiente de pontos que permita definir essas 
configurações duma forma clara. Esse número de pontos deverá ser ajustado às características da 
estrutura (por exemplo, ao n.º de pisos num edifício ou ao n.º de tramos numa ponte) e ao grau de 
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refinamento com o qual se pretendem identificar as configurações. É necessário então definir uma 
malha de pontos experimentais, onde, nos ensaios, é medida a resposta das estruturas. O número total 
de pontos dessa malha é normalmente superior ao número de transdutores disponíveis, sendo então 
necessário adoptar técnicas em que são efectuados vários ensaios, mantendo sempre alguns 
transdutores nos mesmos pontos (pontos de referência) enquanto que os restantes transdutores vão 
sendo sucessivamente colocados nos restantes pontos até se medir a resposta do sistema em toda a 
malha de pontos experimentais. Os pontos de referência devem ser escolhidos de modo a evitar nodos 
dos modos de vibração que se pretende identificar. 
Considerando como exemplo uma viga contínua de dois tramos, relativamente à qual se 
pretende identificar as configurações dos modos verticais de vibração, ilustram-se nas figuras 3.18 e 
3.19, duas técnicas de ensaio que podem ser adoptadas em ensaios de medição da resposta de 
estruturas com vista à aplicação de métodos de identificação modal estocástica. Para ambos os casos, 
considera-se que se dispõe apenas de 4 transdutores, e que se pretende identificar as componentes 
modais em 5 pontos em cada tramo, ou seja, num total de 10 pontos. Na primeira técnica, os pontos de 
referência são fixos para todos os ensaios, enquanto que na segunda os pontos de referência vão 
avançando sucessivamente, mas havendo pontos comuns em cada dois ensaios sucessivos. 
Em ambas as figuras 3.18 e 3.19, são ilustradas duas hipóteses, uma primeira só com um 
transdutor de referência e uma segunda com dois transdutores de referência. Nesta segunda hipótese, 
há a necessidade de efectuar um maior número de ensaios, mas há também uma maior segurança, pelo 
facto de se considerarem dois pontos de referência, em termos de, pelo menos um deles, não ser um 
nodo dos modos de vibração que se pretende identificar. Como recomendação geral pode-se 
considerar que é preferível adoptar mais do que um ponto de referência, havendo no entanto que ter 
também em conta que tal implica um maior número de ensaios e portanto um trabalho experimental 
que leva mais tempo a ser efectuado. 
A técnica de ensaio com pontos de referência fixos (figura 3.18) é a que normalmente é 
adoptada, uma vez que a análise de identificação modal com a informação assim obtida, pode ser 
efectuada de forma mais imediata, em virtude dos pontos de referência serem comuns a todos os 
ensaios. 
A técnica de ensaio com avanço dos pontos de referência (figura 3.19) é designada por Kramer 
et al. (1999) como jumping frog method, tendo sido adoptada nos ensaios efectuados na ponte Miguel 
Torga sobre o rio Douro na Régua, que serão apresentados no capítulo 6. Ao utilizar esta técnica de 
ensaio, há o risco de, para dois ensaios sucessivos, os respectivos pontos comuns serem nodos de 
alguns modos de vibração, o que inviabiliza a identificação adequada das suas configurações. 
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Como recomendação geral, pode-se considerar que é preferível adoptar a técnica de ensaio 
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Figura 3.18 – Técnica de ensaio com pontos de referência fixos. 
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Figura 3.19 – Técnica de ensaio com avanço dos pontos de referência. 
A escolha dos pontos duma estrutura onde devem ser colocados os transdutores e da 
orientação destes (ou seja a escolha dos graus de liberdade experimentais) pode ser efectuada com 
base, simplesmente, numa ideia prévia das configurações dos modos de vibração que se pretende 
identificar, bem como na experiência anterior obtida em ensaios efectuados em estruturas semelhantes. 
De preferência, essa escolha deve basear-se também nas configurações modais calculadas com um 
modelo de elementos finitos. Para tal, existem técnicas apropriadas para, a partir das configurações 
calculadas, efectuar a escolha dos graus de liberdade experimentais e de entre estes, escolher os que 
são mais adequados para serem considerados como referências. 
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Na Structural Dynamics Toolbox (Balmès e Leclère, 2002) do MatLab estão implementadas 
técnicas baseadas no algoritmo da independência efectiva (Kammer, 1992) e nos algoritmos da 
sequência máxima, que podem ser utilizadas para a escolha dos graus de liberdade experimentais. Para 
estes graus de liberdade, deve-se verificar se a matriz dos coeficientes MAC (cuja definição será 
apresentada no capítulo 5) calculada com as correspondentes componentes modais relativamente a si 
próprias (auto-MAC), tem valores próximos de 1,0 na diagonal principal e não superiores a 0,1 fora da 
diagonal principal, para os modos de vibração que se pretende identificar. Tal significa que com esses 
graus de liberdade é possível distinguir claramente esses modos de vibração. 
Conforme já referido, a escolha dos graus de liberdade de referência também pode ser baseada 
num modelo de elementos finitos, havendo também na citada Toolbox do MatLab, algumas funções 
para efectuar essa escolha. Note-se que, na identificação modal estocástica, a escolha dos graus de 
liberdade de referência é equivalente, na identificação modal clássica, à escolha dos graus de liberdade 
onde são aplicadas as forças de excitação (Peeters, 2000). Fundamentalmente, os graus de liberdade de 
referência devem ser escolhidos de maneira a que pelo menos um deles não seja um nodo, para cada 
um dos modos de vibração que se pretende identificar. 
Mesmo que na escolha dos graus de liberdade experimentais e dos graus de liberdade de 
referência, não se utilizem as técnicas acima referidas, que permitem efectuar essa escolha duma 
forma mais objectiva, na fase de planeamento dos ensaios é sempre vantajoso analisar as 
configurações modais calculadas com um modelo de elementos finitos. 
Na escolha dos pontos a instrumentar nos ensaios duma estrutura, deve-se também ter em 
conta que nalguns pontos os registos obtidos podem traduzir mais a resposta de elementos locais e não 
propriamente a resposta global da estrutura que, em princípio, é a que se pretende observar. 
Nomeadamente em estruturas metálicas formadas por barras independentes ligadas entre si em nós, é 
necessário ter um cuidado especial na escolha dos pontos onde se colocam os transdutores. 
Antes de realizar os ensaios e se possível durante a fase do seu planeamento, é conveniente 
efectuar uma visita preliminar à estrutura que vai ser ensaiada, com o objectivo de ver as condições 
existentes no local e de analisar desde logo os procedimentos que deverão ser seguidos. Em geral, um 
dos aspectos que é conveniente ter em conta é o da existência na estrutura, ou na sua proximidade, de 
ligações a uma rede de corrente eléctrica para alimentação dos equipamentos que serão utilizados nos 
ensaios. Se não existir a possibilidade de efectuar facilmente essa ligação (o que é a situação mais 
comum, sobretudo em estruturas situadas fora de zonas urbanas), deverão prever-se soluções 
alternativas, como por exemplo a utilização de equipamentos totalmente alimentados por baterias ou a 
utilização de geradores. 
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Antes da realização dos ensaios, é também conveniente ter uma ideia razoável de quais os 
níveis de resposta que vão ser medidos, para que todo o equipamento seja previamente configurado 
para esses níveis. Este aspecto pode ter alguma importância visto que nalguns equipamentos, como por 
exemplo os acelerómetros ES-U utilizados em vários dos ensaios que serão apresentados no capítulo 
6, há operações de configuração que devem ser efectuadas em laboratório (num ambiente limpo) não 
sendo conveniente efectuá-las no local dos ensaios. A experiência obtida em ensaios efectuados em 
estruturas semelhantes sob o efeito de acções similares pode ter aqui uma importância relevante para a 
escolha da configuração do equipamento a adoptar nos ensaios duma determinada estrutura. Pode 
também ser conveniente, no âmbito da visita preliminar referida no parágrafo anterior, efectuar alguns 
registos prévios (utilizando, por exemplo, um macro-sismógrafo triaxial) que permitam verificar quais 
os níveis de resposta que vão ser medidos e também ter uma primeira ideia de quais os valores das 
frequências dos modos naturais de vibração da estrutura em causa. Para esclarecimento de eventuais 
dúvidas, deve-se também tentar obter esses registos preliminares em diversos pontos da estrutura no 
sentido de verificar quais os melhores em termos de avaliação das suas características dinâmicas 
globais. 
Os pontos onde é medida a resposta duma estrutura durante os ensaios devem ser previamente 
marcados utilizando a numeração que para eles for definida. É também conveniente preparar esquemas 
e/ou quadros que traduzam de forma clara toda a sequência de ensaios a efectuar, indicando os 
números dos pontos onde cada transdutor deve ser colocado. Tais esquemas devem ser distribuídos a 
todas as pessoas envolvidas nos ensaios de maneira a que durante a sua realização não haja dúvidas 
quanto aos procedimentos a seguir. 
Para a identificação modal estocástica, os ensaios consistem apenas na medição da resposta 
dos sistemas estruturais. Na maioria das situações, com os transdutores e sistemas de aquisição de 
dados actualmente existentes, a resposta das estruturas à excitação natural que sobre elas actua é 
suficiente para obter registos dessa resposta com uma discretização que já permite alcançar bons 
resultados em termos de identificação modal. No entanto, em casos em que se verifique que o 
equipamento não tem sensibilidade suficiente, poder-se-á procurar aumentar o nível da resposta, 
criando acções que excitem a estrutura em causa. Nesses casos, é importante que essas acções sejam 
razoavelmente aleatórias (Brincker et al., 2003) tanto no tempo (excitando uma vasta gama de 
frequências) como no espaço (actuando em diversos pontos da estrutura). A situação prática em que é 
relativamente fácil proceder dessa maneira, é em estruturas de pontes em que é possível pôr a circular 
no tabuleiro diversos veículos (de preferência com características diferentes, velocidades diferentes e 
passando em diversas vias de circulação no tabuleiro). 
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Um aspecto importante a ter em conta na realização dos ensaios é o da frequência de 
amostragem com que são adquiridos os registos da resposta das estruturas. A sua escolha depende das 
características dinâmicas da estrutura em causa (até que frequências é importante e se pretende 
efectuar a identificação modal) e também da resposta em frequência dos transdutores e da frequência 
de corte de filtros analógicos passa-baixo que estejam incluídos nos equipamentos de condicionamento 
e aquisição de sinal. Para evitar erros de aliasing nos registos obtidos, a relação entre a frequência de 
amostragem e a frequência de corte dos filtros analógicos passa-baixo deve ser superior a 2; por 
exemplo, Allemang (1999) indica um valor de 2,56 para essa relação, Ventura e Brincker (2000) 
referem um valor de 2,5. Pode ainda haver alguma vantagem, traduzida num nível de ruído mais 
baixo, em fazer a conversão analógica-digital dos sinais, com algum grau de sobre-amostragem 
relativamente à frequência mínima que respeita esta condição, procedendo-se depois ao tratamento 
digital dos sinais (filtragem passa-baixo e decimação) para a banda de frequências de interesse para o 
sistema estrutural em análise. 
Outro ponto importante da realização dos ensaios de medição da resposta das estruturas, para 
aplicação de métodos de identificação modal estocástica é o da duração total dos registos que são 
obtidos em cada ensaio. Em primeiro lugar importa salientar que nos ensaios com excitação natural, 
uma vez que não há controlo sobre as forças de excitação, torna-se conveniente registar a resposta dos 
sistemas durante um tempo longo como forma de assegurar que durante esse período todos os modos 
do sistema, na banda de frequências em análise, são suficientemente excitados pelas acções ambiente. 
No caso dos métodos de identificação no domínio da frequência, baseados na análise de 
estimativas das funções de densidade espectral da resposta dos sistemas, avaliadas com utilização do 
algoritmo da FFT, a resolução em frequência dessas estimativas é directamente dependente da duração 
das diversas amostras extraídas dos registos de resposta, bem como a variância dessas estimativas é 
tanto menor quanto maior for o número dessas amostras. 
No caso dos métodos de identificação no domínio do tempo ou métodos paramétricos que 
consistem no ajuste de modelos às estimativas das funções de correlação da resposta ou às próprias 
séries de resposta, apesar de não haver uma relação directa entre a duração dos registos e a resolução 
com que são identificadas as frequências dos modos de vibração dum sistema, é também conveniente 
dispor de registos com uma duração que permita ajustar bem os modelos aos dados experimentais. 
Portanto, quer devido às características dos ensaios (sem controlo sobre as forças de 
excitação), quer em termos da aplicação dos métodos de identificação modal estocástica, é 
conveniente que em cada ensaio sejam obtidos registos com uma duração suficientemente longa. Essa 
duração deve ser ajustada às características dinâmicas da estrutura em análise, tendo em conta os 
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modos com frequências mais baixas e se é de esperar (com base num modelo de elementos finitos ou 
em resultados obtidos em estruturas semelhantes) que existam modos com frequências próximas. 
Uma regra empírica que pode ser tida em conta para definir a duração total dos registos a obter 
em cada ensaio é a de considerar uma duração de 2000 ciclos do modo com período mais longo 
(frequência mais baixa). Esta regra dá apenas uma primeira indicação devendo ser encarada com 
algum bom senso, tendo sempre em conta o que é razoável fazer em termos do envolvimento de 
pessoas, de equipamentos e de outros meios, na realização dos ensaios. 
Pensando especificamente nos métodos no domínio da frequência, é possível definir as 
durações dos registos a efectuar nos ensaios duma forma mais objectiva do que a regra empírica 
indicada no parágrafo anterior. Assim, definindo a resolução em frequência bem como o erro aleatório 
normalizado (ver o capítulo 4) que se pretendem para as estimativas das funções de densidade 
espectral da resposta, é possível definir claramente qual a duração total dos registos que devem ser 
adquiridos experimentalmente (Bendat e Piersol, 2000). Por exemplo, para uma resolução de 0,1 Hz, 
cada amostra deverá ter uma duração de 10 seg. Supondo que se pretende obter estimativas espectrais 
com um erro aleatório normalizado de 10 %, deverão ser adquiridas 100 amostras (admitindo que não 
se fazem sobreposições nas amostras consideradas para a avaliação dos espectros), o que resulta numa 
duração total de 1000 seg. (cerca de 17 minutos). 
Nos equipamentos em que os transdutores estão ligados por um sistema de cabos a um sistema 
de aquisição e este, por sua vez, a um computador, que o controla, deve-se ter o cuidado de, antes de 
iniciar o registo da informação de um determinado ensaio, verificar se não existem problemas nos 
sinais provenientes de todos os transdutores, originados eventualmente por uma má configuração de 
um transdutor ou má ligação de um cabo. Noutros equipamentos, constituídos por unidades 
independentes (macro-sismógrafos), não é tão prático fazer este tipo de verificação prévia, no entanto 
deve-se, pelo menos, ter o cuidado de verificar se, em cada ensaio, todos os aparelhos utilizados estão 
a fazer o armazenamento da informação. Com estes últimos equipamentos é também conveniente 
efectuar um ensaio prévio com todos os aparelhos colocados no mesmo ponto da estrutura, de modo a 
verificar as relações entre as respostas registadas com cada um. 
Importa ainda salientar que, sempre que possível, deve-se tentar fazer no local de realização 
dos ensaios alguma análise prévia dos dados obtidos, no sentido de verificar a sua qualidade e a 
eventual necessidade de repetir algum ensaio. Note-se que com os métodos no domínio da frequência, 
dada a sua rapidez de execução, é mesmo possível efectuar no local, uma análise de identificação 
modal completa (ainda que prévia). Mas mesmo que tal não seja possível, é recomendável efectuar 
uma verificação rápida dos espectros dos sinais de resposta obtidos nos diversos ensaios realizados, o 
que permite desde logo verificar mais facilmente a qualidade da informação experimental obtida. 
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Pré-processamento dos registos de resposta: 
A primeira fase da análise dos registos de resposta obtidos em ensaios com excitação natural 
deve consistir em operações de verificação da qualidade e de pré-processamento dos dados, para 
posterior aplicação dos métodos de identificação modal estocástica. 
Em termos da verificação da qualidade dos registos de resposta obtidos experimentalmente, 
importa detectar situações de anomalia nos sinais, ponderando a possibilidade da sua correcção ou 
simplesmente a não consideração dessa parte da informação na análise de identificação modal. Alguns 
dos problemas que se enunciam adiante devem ser detectados ainda antes de se efectuar o registo da 
resposta dos sistemas, na fase de configuração e verificação do equipamento, pois, à posteriori, em 
relação a alguns deles, pouco se pode fazer para os corrigir após os sinais estarem digitalizados. 
Os meios que podem ser utilizados na verificação da existência de anomalias nos sinais são a 
simples inspecção visual dos gráficos das séries de resposta no domínio do tempo, a análise dos 
gráficos das funções de densidade de probabilidade das séries de resposta e a análise dos gráficos dos 
auto-espectros das séries de resposta (Bendat e Piersol, 2000; Ventura e Brincker, 2000). 
As anomalias que normalmente podem ser encontradas nos sinais de resposta são (Ventura e 
Brincker, 2000): 
- Saturação dos sinais, traduzida no facto dos sinais aparecerem cortados nos valores 
correspondentes à entrada máxima ou mínima no sistema de aquisição (usualmente ±5 Volt 
ou ±10 Volt). Este problema pode surgir devido a diversos motivos, incluindo uma 
sensibilidade excessiva dos transdutores ou um ganho excessivo nos condicionadores de 
sinal, para as amplitudes de resposta que estão a ser medidas, ou ainda, por exemplo no caso 
de acelerómetros de tipo servo, devido a um inadequado ajuste do zero dos acelerómetros 
para a posição em que se encontram. A saturação dos sinais pode ser verificada por 
inspecção visual dos seus gráficos no tempo, sendo relativamente fácil de constatá-la em 
sinais de tipo aleatório ou periódico e um pouco mais difícil em sinais transientes. Os 
gráficos das funções de densidade de probabilidade também são um bom indicador da 
existência de saturação nos sinais, no caso destes serem estacionários. É importante ter em 
atenção que, num sinal saturado filtrado digitalmente, perde-se a percepção de que o sinal 
inicial estava saturado, pelo que a verificação relativamente a este problema deve ser 
efectuada antes de qualquer filtragem digital. 
- Baixa relação sinal/ruído, resultante da utilização de transdutores com pouca sensibilidade, 
de ganhos muito baixos nos condicionadores de sinal ou devido a ruído proveniente de 
algum dos componentes do sistema de medição. Em geral é conveniente avaliar qual o nível 
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de ruído nesse sistema, efectuando registos com todo ele ligado e colocando os transdutores 
em pontos que praticamente não têm movimentos. Em sinais de tipo periódico ou transientes, 
a simples observação dos gráficos das séries no tempo pode permitir detectar a existência de 
um nível de ruído excessivo; no que se refere a sinais de tipo aleatório, já é mais difícil ter 
essa percepção. Neste último caso, é conveniente analisar os auto-espectros dos sinais, 
verificando se existem picos de ressonância bem evidentes e se os vales entre esses picos têm 
um aspecto arredondado (situação em que o nível de ruído é baixo). 
- Ruído intermitente, que se traduz no facto de, quando em quando, surgirem nos sinais alguns 
picos. Esses picos podem corresponder a uma ocorrência com significado físico em termos 
da resposta duma estrutura ou serem simplesmente o efeito de ruído que, neste caso, deve ser 
devido a deficiências de contacto nas fichas de ligação dos cabos entre os transdutores e os 
condicionadores de sinal, ou entre estes e o sistema de aquisição. 
- Influência da frequência da rede de distribuição de energia eléctrica, que se pode reflectir 
numa contaminação dos sinais com uma oscilação periódica (de 50 Hz em Portugal e em 
muitos outros países ou de 60 Hz na América do Norte), devido a um mau isolamento ou má 
ligação à terra do sistema de medição. Em princípio, é possível detectar este problema 
analisando os gráficos das séries no tempo ou dos seus auto-espectros, onde é nítido um pico 
muito aguçado na referida frequência e normalmente também nas suas harmónicas. A 
utilização de equipamentos alimentados exclusivamente a baterias é uma solução possível 
para ultrapassar este problema. 
- Tendências espúrias, que se traduzem no facto dos sinais apresentarem variações lentas do 
seu valor médio, muitas vezes com um período mais longo do que a própria duração total dos 
registos. Nalgumas situações, se o equipamento utilizado tiver uma resposta que abranja as 
componentes estáticas ou de DC, pode haver um significado físico para essas variações 
lentas dos sinais de resposta, no entanto, em muitos casos, elas são de facto espúrias, 
resultando de um mau funcionamento do equipamento de medição. 
- Perdas de sinal, que consistem numa quebra rápida dos sinais que pode ser momentânea ou 
até permanente. No primeiro caso, o motivo pode ser um mau funcionamento devido a uma 
saturação dos transdutores, enquanto que o segundo pode corresponder a uma ficha que se 
desligou, a uma falha na alimentação dos transdutores e/ou condicionadores ou mesmo a 
algum problema mais grave. 
- Pontos singulares, que correspondem a uma situação algo semelhante à acima referida como 
ruído intermitente. Trata-se de valores que surgem nas séries digitalizadas em resultado de 
algum erro no conversor ADC e que não correspondem claramente a um fenómeno físico da 
resposta duma estrutura. Os pontos singulares podem traduzir-se em apenas um único valor 
que se destaca do restante sinal, ou mesmo num grupo de valores. 
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A primeira fase do pré-processamento dos registos da resposta duma estrutura, obtidos 
experimentalmente, é portanto a verificação da qualidade desses registos, detectando problemas como 
os acima enunciados. Em seguida, é, em geral, necessário proceder ainda a diversas operações, cuja 
necessidade depende um pouco da forma como os registos foram obtidos e da existência ou não dos 
referidos problemas nos sinais registados. O pré-processamento pode então envolver ainda as 
seguintes operações: 
- Correcção de pontos singulares, que no caso de ser um único ponto destacado do restante 
sinal pode ser corrigido por uma simples interpolação entre os valores vizinhos. Já na 
situação de haver um grupo de valores que se destacam do restante sinal, a correcção não é 
tão simples sendo talvez preferível anular nessa zona todos os valores de todos os sinais, 
colocando antes e depois dela, uma janela com uma transição suave (taper) para evitar 
descontinuidades bruscas nos sinais corrigidos. 
- Junção de amostras com colocação de janelas de transição, esta operação é necessária se o 
equipamento utilizado permitir apenas a aquisição contínua de amostras com uma duração 
limitada (por exemplo 4096 valores) e sem garantia de continuidade entre as sucessivas 
amostras. Neste caso, as diversas amostras podem ser juntas num único registo, sendo no 
entanto necessário colocar janelas de transição no princípio e no fim de cada amostra, pelo 
motivo já referido para a operação anterior. 
- Introdução de factores de escala nos registos, esta operação consiste na passagem dos 
registos, na forma em que foram armazenados, para séries de valores em unidades físicas das 
grandezas que foram medidas, tendo em conta a sensibilidade dos transdutores e os factores 
de ganho nos condicionadores de sinal. Actualmente, é bastante fácil efectuar esta operação 
logo no programa de aquisição de dados, armazenando-se a informação já nas unidades 
físicas correctas. No entanto pode haver situações em que, na fase de pré-processamento, é 
necessário fazer a conversão dos sinais digitalizados armazenados em Volt, ou mesmo em 
níveis do conversor ADC (o armazenamento neste último formato pode ser vantajoso porque 
implica uma menor dimensão dos correspondentes ficheiros, uma vez que se trata apenas de 
valores inteiros). 
- Correcção dos registos tendo em conta a resposta em frequência dos equipamentos 
utilizados (Paultre e Proulx, 1997). Os equipamentos utilizados na observação experimental 
da resposta dinâmica de estruturas têm as suas próprias características de resposta em 
frequência, o que faz com que as respostas medidas estejam por elas influenciadas, não 
correspondendo de forma perfeita aos movimentos dos sistemas estruturais. Assim, pode ser 
necessário efectuar uma operação de pré-processamento que consiste na correcção dos 
registos tendo em conta a resposta em frequência dos equipamentos utilizados. De 
preferência, os equipamentos devem ter, na gama de frequências de interesse para a estrutura 
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em análise, uma resposta em frequência tão constante quanto possível, tanto em termos de 
amplitude como de fase, o que de facto evita a necessidade de efectuar esta operação de pré-
processamento. Note-se ainda que na identificação de configurações modais, os resultados 
são expressos em termos de relações de amplitude e fase entre as respostas medidas em 
diversos pontos duma estrutura, pelo que, desde que todos os equipamentos tenham respostas 
em frequência muito semelhantes, esta operação de pré-processamento não é muito 
importante. Por outro lado, se forem utilizados equipamentos com características de resposta 
em frequência bastante diferentes (uns para uns pontos e outros para outros pontos), já é 
imprescindível efectuar esta operação de pré-processamento, sob pena de se cometerem erros 
na avaliação das componentes modais. 
- Remoção de média, de tendências lineares e filtragem passa-alto. Em geral, nomeadamente 
se forem utilizados acelerómetros de tipo servo, os sinais de resposta apresentam um valor 
médio não nulo, devido à impossibilidade de acertar completamente o zero dos transdutores, 
pelo que esse valor médio deve ser removido dos sinais. Devem-se corrigir também os sinais 
com as tendências espúrias já referidas, que poderão ser de tipo linear ou corresponder a 
sinais de muito baixa frequência. Essa correcção pode consistir no ajuste de uma recta que 
depois é retirada aos sinais, e/ou numa filtragem passa-alto para remover as componentes de 
muito baixa frequência. 
- Filtragem passa-baixo, operação esta que é utilizada para remover componentes de alta 
frequência que não têm interesse para a banda de frequências que se pretende analisar. É 
ainda necessário efectuar esta operação, no caso de se pretender fazer a decimação dos sinais 
de modo a evitar erros de aliasing, conforme se indica em seguida. 
- Decimação, que consiste na reamostragem ou passagem das séries de resposta digitalizadas 
para uma frequência de amostragem mais baixa. Para efectuar esta operação é necessário 
filtrar as séries com um filtro passa-baixo com uma frequência de corte de cerca de 0,4 da 
nova frequência de amostragem, para evitar erros de aliasing nas séries decimadas. Com esta 
operação consegue-se reduzir o número de valores nas séries de resposta consideradas para a 
análise de identificação modal, tornando mais rápidos todos os cálculos necessários para essa 
análise e sem que haja qualquer perda de informação na banda de frequências de interesse 
para a estrutura em causa. 
Refere-se finalmente que, na fase de pré-processamento, pode-se verificar a existência de 
alguns sinais defeituosos que, por algum motivo, não foi possível detectar e/ou corrigir antes da 
aquisição dos sinais, podendo-se chegar à conclusão que é melhor nem sequer os considerar para a 
fase da análise de identificação modal. Dessa forma, podem-se obter melhores resultados, embora, 
evidentemente, perdendo a informação relativa aos correspondentes graus de liberdade experimentais. 
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3.4 Considerações finais 
Neste capítulo apresentaram-se os aspectos relacionados com a realização prática de ensaios in 
situ de caracterização dinâmica de estruturas. 
Descreveram-se os diversos tipos de equipamentos que podem ser utilizados na medição da 
resposta das estruturas, salientado-se os aspectos que se consideram mais importantes para a medição 
da resposta de estruturas de engenharia civil em ensaios com excitação natural. Descreveram-se com 
maior pormenor os equipamentos que foram utilizados nos exemplos de aplicação que serão 
apresentados no capítulo 6. 
Referiram-se diversas técnicas de ensaio dinâmico de estruturas, abordando-se mais 
pormenorizadamente os procedimentos a adoptar em ensaios com excitação natural, onde apenas é 
medida a resposta dos sistemas estruturais. 
Focaram-se também diversas questões relacionadas com o planeamento dos ensaios, o qual 
pode envolver a utilização de modelos de elementos finitos para a definição dos pontos a instrumentar 
e escolha dos graus de liberdade de referência. 
Finalmente, abordaram-se ainda os procedimentos de pré-processamento que normalmente é 
necessário aplicar aos registos de resposta obtidos experimentalmente. 
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4.1 Considerações gerais 
Após se terem apresentado, no capítulo 2, os fundamentos analíticos da identificação modal 
estocástica e de, no capítulo 3, se terem abordado os aspectos relacionados com os equipamentos e os 
procedimentos a utilizar em ensaios de medição da resposta dinâmica das estruturas quando sujeitas às 
acções que normalmente sobre elas actuam (ensaios de medição de vibrações ambiente), no presente 
capítulo descrevem-se e aplicam-se diversos métodos de identificação modal apropriados para a 
análise da informação obtida nessa situação. 
Tal como se indicou no capítulo 2, o facto de que nos ensaios de medição de vibrações 
ambiente, não há controlo sobre as forças de excitação (ou entrada dos sistemas) nem é possível 
conhecê-las (medi-las) duma forma determinística, leva a que, para efeitos de identificação modal, se 
assuma uma hipótese quanto às suas características – as forças de excitação são consideradas como 
uma realização de um processo estocástico gaussiano de tipo ruído branco com média nula. A 
designação identificação modal estocástica advém precisamente dessa hipótese, conforme referido no 
capítulo 1 deste trabalho. 
Em face da hipótese admitida, é imediato colocar-se a questão sobre a aplicabilidade das 
técnicas de identificação modal estocástica no caso das acções ambiente sobre os sistemas estruturais 
não terem características de um processo de tipo ruído branco. Uma forma adequada de encarar esta 
questão é ilustrada na figura 4.1 (SVS, 2002) que exprime um importante conceito de base dos 
métodos de identificação modal estocástica. 
sistema identificado
sistema estruturalsistema das acçõesambiente
ruído branco acções ambiente sobreo sistema estrutural respostas  
Figura 4.1 – Esquema do conceito de base dos métodos de identificação modal estocástica. 
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De acordo com o conceito expresso na figura 4.1, as acções ambiente sobre o sistema 
estrutural são encaradas como a resposta dum sistema virtual que é excitado por um processo de ruído 
branco. Os métodos de identificação modal estocástica são assim aplicados à resposta dum sistema 
total que engloba o sistema virtual das acções ambiente e o sistema estrutural em si. Relativamente a 
esse sistema total é perfeitamente válida a hipótese de ser excitado por um processo de ruído branco, 
no entanto, a sua resposta reflecte tanto as características do sistema estrutural como as do sistema 
virtual das acções ambiente. O sistema total apresenta portanto pólos (traduzidos em picos da 
amplitude das funções de densidade espectral da sua resposta) devidos ao sistema estrutural e também 
pólos devidos ao sistema das acções ambiente. 
Um aspecto importante nos métodos de identificação modal estocástica é portanto a 
capacidade de, entre os pólos (em correspondência com picos da amplitude das funções de densidade 
espectral) identificados, distinguir aqueles que correspondem efectivamente ao sistema estrutural. À 
primeira vista, pode parecer que será difícil efectuar essa distinção, no entanto, em virtude das 
características dos sistemas estruturais (nomeadamente o facto de, em geral, terem amortecimentos 
com valores muito pequenos) e das características das acções ambiente (vento, tráfego, etc.), que não 
sendo perfeitamente idealizáveis através de processos de ruído branco são-no através de processos de 
banda larga (as suas funções de densidade espectral não são constantes mas são suficientemente 
uniformes numa banda larga de frequências, não apresentando, em geral, picos da amplitude muito 
acentuados), torna-se possível distinguir quais os pólos que correspondem ao sistema estrutural que se 
pretende identificar. Podem no entanto existir situações em que as acções ambiente têm frequências 
claramente dominantes, o que dificulta a utilização dos métodos de identificação modal estocástica. 
No caso dos sistemas estruturais a identificar terem modos de vibração com frequências muito 
próximas ou amortecimentos com valores elevados, também se torna mais difícil a utilização desses 
métodos de identificação modal. 
Para a identificação modal de estruturas de grandes dimensões, como é o caso das estruturas 
de engenharia civil, e mesmo para estruturas de menores dimensões, para as quais é importante 
conhecer as suas características dinâmicas em condições de serviço (Hermans e Van der Auweraer, 
1998), a identificação modal estocástica é de grande utilidade e apresenta algumas vantagens 
relativamente à identificação modal clássica com controlo e medição das forças de excitação. Essas 
vantagens relacionam-se sobretudo com a maior economia resultante de não se utilizarem 
equipamentos de excitação e de não ser necessário introduzir alterações no funcionamento normal das 
estruturas (por exemplo, interrupções de tráfego numa ponte). As acções ambiente acabam por ter 
também um carácter de multi-entrada, excitando os sistemas em diferentes pontos simultaneamente, o 
que é vantajoso em termos de excitar os diversos modos dos sistemas. No entanto, em geral, as 
respostas induzidas pelas acções ambiente têm amplitudes pequenas (mais pequenas do que as que 
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seria possível induzir com ensaios de vibração forçada), o que exige que se utilizem equipamentos de 
grande sensibilidade, conforme se referiu no capítulo 3. 
Podem-se considerar, fundamentalmente, dois grupos de métodos de identificação modal 
estocástica: o primeiro grupo compreende os métodos de análise de sinal, também denominados 
métodos não paramétricos; o segundo grupo corresponde aos métodos de ajuste de modelos, também 
designados por métodos paramétricos. Nos métodos do primeiro grupo, as séries de resposta medidas 
em diferentes pontos dos sistemas estruturais são analisadas e relacionadas entre si, tendo por base a 
sua transformação para o domínio da frequência, normalmente através do algoritmo da FFT (Cooley e 
Tukey, 1965) – estes métodos são por isso também designados por métodos no domínio da frequência. 
No segundo grupo de métodos, são utilizadas diferentes técnicas para ajustar modelos, ou com base 
nas funções de correlação da resposta dos sistemas estruturais ou mesmo directamente nas próprias 
séries temporais de resposta – estes métodos são assim também designados por métodos no domínio 
do tempo. 
Os métodos paramétricos utilizados na identificação modal estocástica envolvem, de forma 
mais directa, a utilização de metodologias desenvolvidas no domínio da identificação de sistemas, 
proveniente da engenharia electrotécnica e da engenharia de sistemas de controlo. Nesse domínio são, 
em geral, distinguidas as seguintes fases na identificação dum sistema (Ljung, 1999): 
- obtenção experimental da informação de base para aplicar os métodos de identificação; 
- escolha do tipo de modelo que se considera adequado para descrever os sistemas; para os 
métodos paramétricos aplicáveis na identificação modal estocástica referiram-se no capítulo 
2 três tipos de modelos que são considerados em diversos métodos de identificação modal; 
trata-se de modelos sob a forma da representação de estado de sistemas estocásticos no 
tempo discreto, de modelos ARMAV e de modelos ARV; 
- aplicação dos métodos de identificação em si, ou seja, dos procedimentos através dos quais 
são determinados os parâmetros associados ao tipo de modelo escolhido, de modo a ajustá-lo 
o melhor possível aos dados obtidos experimentalmente; esta fase envolve assim a definição 
de um critério que mede o ajuste do modelo aos dados experimentais, e em cuja satisfação se 
baseia o procedimento de identificação. 
Para além destas três fases, na identificação de sistemas poder-se-á ainda considerar uma fase 
de validação, na qual o modelo identificado é testado considerando dados experimentais diferentes dos 
utilizados na identificação em si. Conforme se referirá adiante, um bom procedimento de validação 
dos resultados da identificação modal estocástica consiste também na comparação entre os resultados 
obtidos com diversos métodos. 
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Há fundamentalmente três formas de definir o critério com base no qual é efectuado o ajuste 
dos modelos aos dados experimentais. Designando por erro de predição dum modelo, a diferença 
entre a resposta observada experimentalmente e a resposta estimada (prevista) com esse modelo, o 
referido critério pode ser estabelecido através das metodologias seguintes (Ljung, 1999): 
- imposição da condição do erro de predição ser independente da resposta observada, ou seja, 
o erro de predição não deve estar correlacionado com a resposta observada; este critério dá 
origem ao método das variáveis instrumentais (IV), a partir do qual podem-se definir os 
métodos de identificação modal estocástica que se baseiam na análise das funções de 
correlação da resposta dos sistemas (Peeters, 2000); 
- o método de projecção em subespaços para estimar modelos no espaço de estado, utilizado 
no método de identificação estocástica em subespaços (SSI); 
- minimização do erro de predição avaliado através duma norma; é este critério que é utilizado 
no chamado método do erro de predição (PEM) aplicado no ajuste de modelos ARMAV. 
As séries discretas de resposta dos sistemas estruturais constituem a informação de base 
comum a todos os métodos de identificação modal estocástica; no entanto, conforme indicado 
anteriormente, para alguns métodos é ainda necessário efectuar transformações nessa informação. 
Existem então três tipos de dados de base dos métodos de identificação modal estocástica: 
- as próprias séries temporais de resposta; 
- as funções de correlação das séries temporais de resposta; 
- as funções de densidade espectral das séries temporais de resposta. 
Os métodos em que se utilizam directamente as séries temporais de resposta podem ser 
designados por métodos de uma fase; enquanto que os métodos que se baseiam na análise das funções 
de correlação ou na análise das funções de densidade espectral da resposta podem ser designados por 
métodos de duas fases, uma vez que envolvem uma primeira fase de avaliação das funções de 
correlação ou de avaliação das funções de densidade espectral e uma segunda fase de análise dessas 
funções com vista à identificação das características dinâmicas dos sistemas. 
A ideia de base dos métodos de duas fases é a de efectuar uma transferência da informação 
mais importante contida nas séries de resposta no tempo, para funções características da resposta dos 
sistemas, tais como as funções de correlação ou as funções de densidade espectral. Estas funções 
características funcionam como funções de interface. Elas contém, duma forma sintética, a informação 
mais importante sobre os sistemas, que está presente nas séries de resposta no tempo sob uma forma 
menos evidente, e como tal podem servir de base a métodos de identificação modal. A vantagem em 
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utilizar essas funções de interface está na síntese que é efectuada à informação, com a correspondente 
redução do volume de dados que é necessário tratar directamente na fase de identificação modal. 
Pode no entanto haver alguns inconvenientes associados à síntese da informação, que é 
conseguida com a avaliação das funções de caracterização da resposta dos sistemas, tais como, alguma 
perda de informação ou a introdução de erros de viés. É o que se passa com as estimativas das funções 
de densidade espectral da resposta, determinadas com o algoritmo da FFT. Essas estimativas são 
determinadas em valores discretos de frequência, o que só permite avaliar as frequências naturais de 
vibração dos sistemas, com uma resolução finita em frequência. Devido ao efeito de escorregamento 
(leakage) essas estimativas são também enviesadas o que constitui uma fonte adicional de erro nos 
parâmetros modais delas identificados, nomeadamente nos coeficientes de amortecimento. 
Em geral, pode-se considerar que os métodos de identificação modal estocástica, que 
consistem no ajuste de modelos directamente às séries temporais de resposta, permitem obter uma 
maior precisão na identificação das características dinâmicas dos sistemas, do que os métodos que se 
baseiam na análise das funções de caracterização da resposta. No entanto, os primeiros métodos 
exigem também mais tempo de processamento do que os segundos (Brincker et al., 1992). 
Em seguida, descrevem-se e aplicam-se diversos métodos de identificação modal estocástica, 
organizando-os em dois grupos: métodos no domínio da frequência; métodos no domínio do tempo. 
Embora também se pudessem utilizar as designações: métodos não paramétricos; métodos 
paramétricos; conforme se explicou anteriormente. 
4.2 Métodos no domínio da frequência 
4.2.1 Estimativa das funções de densidade espectral da resposta 
Na avaliação das funções de densidade espectral da resposta dos sistemas estruturais medida 
experimentalmente, é necessário ter presentes diversas noções de processamento digital e análise 
espectral de sinais. Neste trabalho, não se abordam em pormenor vários aspectos de base desse 
domínio, tratando-se apenas da sua aplicação na identificação modal estocástica. Os trabalhos de 
Bendat e Piersol (1993, 2000) constituem referências de base na área do processamento digital e 
análise espectral de sinais, referindo-se ainda Carvalhal et al. (1989) e Caetano (1992) como dois bons 
trabalhos, escritos em Português, que abordam essa temática. 
A maneira mais eficiente de avaliar as funções de densidade espectral da resposta dum sistema 
estrutural envolve a determinação das transformadas discretas de Fourier (DFT) dos sinais de resposta. 
Esta forma de efectuar o cálculo das funções de densidade espectral é devida a Welch (1967), sendo 
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por isso também utilizada a designação de periodograma de Welch (Ljung, 1999; Peeters, 2000) para 
referir as funções de densidade espectral assim determinadas. 
Para reduzir os efeitos de escorregamento (leakage), antes do cálculo da DFT, devem-se 
aplicar janelas de processamento de sinal, ou janelas de dados, aos sinais de resposta. No caso de 
sinais de tipo aleatório (que é a situação dos sinais de resposta registados em ensaios de medição de 
vibrações ambiente) a janela de Hanning é a que é normalmente utilizada (Brown et al. 1999). 
As transformadas discretas de Fourier dos sinais de resposta discretos no tempo yk, aos quais 












= ∆ ∑Y y  (4.1) 
em que: N é o número de valores discretos dos sinais yk; 
∆t é o intervalo de tempo entre os valores discretos dos sinais yk; 
ω é uma frequência arbitrária; 
T é a duração total dos sinais yk. 
A escolha usual de valores discretos de frequência para o cálculo de (4.1) é: 
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A resolução em frequência na transformada discreta de Fourier é portanto igual ao inverso da 
duração total dos sinais, ou seja: 
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Nas frequências discretas ωm os valores transformados fornecem as componentes de Fourier, 
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Uma forma eficiente de efectuar a determinação da DFT é através do algoritmo da 
transformada rápida de Fourier, FFT (Cooley e Tukey, 1965). 
A estimativa da matriz de funções de densidade espectral das respostas yk pode então ser 
calculada a partir das suas DFT, Y(ωm), através da expressão seguinte: 
 Métodos de Identificação Modal Estocástica 
 115 
 ( ) ( ) ( )1
2
0
1 0 1 2 1Ty m m mN
k
k






…*S Y Y  (4.5) 
Conforme se referiu no capítulo 2, os elementos da diagonal principal da matriz de funções de 
densidade espectral das respostas (4.5) são designados por auto-espectros, enquanto que os restantes 
elementos são designados por espectros cruzados. 
Na expressão (4.5), a frequência de Nyquist (metade da frequência de amostragem dos sinais 
discretos yk) verifica-se para m = N / 2. Assim, os primeiros N / 2 + 1 valores espectrais correspondem 
à gama de frequências entre 0 e a frequência de Nyquist, enquanto que os últimos N / 2 - 1 valores 
espectrais podem ser interpretados como correspondentes a frequências negativas entre a frequência de 
Nyquist negativa e 0. Atendendo às propriedades de simetria e anti-simetria das funções de densidade 
espectral (4.5) e por ser mais cómodo trabalhar apenas com frequências positivas (Caetano, 1992), são 
normalmente utilizadas as estimativas seguintes das funções de densidade espectral (one-sided 
spectral density functions): 
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Na forma apresentada na expressão (4.6), as funções de densidade espectral são avaliadas a 
partir das transformadas discretas de Fourier dos registos totais de resposta, no entanto, ao proceder 
assim obtêm-se estimativas com uma elevada variância. Para reduzir essa variância, os registos de 
resposta são divididos em nd amostras, é aplicada uma janela de dados a cada uma, são calculadas as 
correspondentes transformadas discretas de Fourier, e finalmente é determinada a sua média para obter 
estimativas alisadas (smoothed) das funções de densidade espectral. Este procedimento corresponde a, 
em vez da expressão (4.6), utilizar a expressão seguinte: 
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O erro aleatório normalizado (erro de variância) na estimativa das funções de densidade 
espectral da resposta de um sistema estrutural pode ser avaliado através de: 
 ( ) 1r y m
dn
ε ω  = G  (4.8) 
A expressão (4.8) é válida para a situação em que os registos totais são subdivididos em nd 
amostras independentes. Um procedimento usual na subdivisão dos registos é considerar amostras 
sobrepostas; tal justifica-se porque as janelas de dados reduzem significativamente a amplitude nas 
extremidades das amostras e portanto, ao sobrepor as amostras procura-se aproveitar bem toda a 
informação contida nos registos. No caso da janela de Hanning, uma sobreposição de 66,7 % é a que 
optimiza o aproveitamento da informação dos registos; no entanto, é também muito comum utilizar-se 
uma sobreposição de 50 %. Neste último caso (sobreposição de 50 %), o erro aleatório normalizado na 
estimativa das funções de densidade espectral pode ser avaliado através de (Delaunay et al., 1999): 
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em que: nd é o número de amostras independentes (não sobrepostas). 
As estimativas das funções de densidade espectral da resposta dos sistemas estruturais, 
avaliadas de acordo com (4.7), constituem os dados de base dos métodos de identificação modal 
estocástica no domínio da frequência que serão apresentados em seguida. 
Exemplo: Num dos modelos físicos de edifícios de 4 pisos, já considerado no capítulo 2 para ilustrar os 
fundamentos analíticos dos métodos de identificação modal estocástica, efectuou-se um ensaio de medição de 
vibrações ambiente. Nesse ensaio, foram colocados 3 acelerómetros em cada piso do modelo, de modo a medir 
os seus movimentos nas direcções longitudinal e transversal (x e y, ver figura 2.1) e também de torção em torno 
do eixo vertical. A análise completa dessa informação, relativamente aos 3 graus de liberdade de cada piso, será 
apresentada no capítulo 6. Neste capítulo, para exemplificação dos métodos de identificação modal estocástica, 
só serão considerados como graus de liberdade do sistema, os deslocamentos horizontais de cada piso na 
direcção longitudinal, tal como já se considerou no capítulo 2. 
No ensaio efectuado, os acelerómetros Kinemetrics ES-U foram configurados para uma sensibilidade de 
80 Volt/g; foi ainda utilizado um factor de ganho de 50 nas unidades de alimentação e condicionamento de sinal; 
desta forma, e uma vez que se utilizou uma placa de conversão analógica/digital de 16 bits com entrada de 
±10 Volt, a amplitude mínima de aceleração que foi possível discretizar foi de 0,076 µg. Os registos foram 
obtidos com uma frequência de amostragem de 1000 Hz e foram pré-processados digitalmente com remoção de 
média, filtragem passa-baixo com frequência de corte a 25 Hz com um filtro de tipo Butterworth de ordem 8 e 
decimação para uma frequência de 62,5 Hz. 
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A duração total dos registos obtidos no ensaio foi de cerca de 30 minutos (114688 valores a 62,5 Hz). 
O ensaio foi realizado com o modelo colocado no interior da sala de ensaios do edifício Ferry Borges no LNEC. 
As acelerações registadas foram assim de amplitude bastante pequena (ver o quadro 4.1 onde se indicam os 
valores máximos e rms das acelerações longitudinais), no entanto, suficiente para ser medida com uma boa 
discretização, com os acelerómetros Kinemetrics ES-U na configuração acima indicada. 
Quadro 4.1 – Valores máximos e rms das acelerações longitudinais. 
 máx. (mg) rms (mg) 
piso 1 - y1 0,32 0,038 
piso 2 - y2 0,39 0,043 
piso 3 - y3 0,22 0,039 
piso 4 - y4 0,23 0,042 
 






































Figura 4.2 – Amostras dos registos de aceleração longitudinal nos 4 pisos do modelo. 
A partir dos registos de acelerações obtidos nos ensaios de medição de vibrações ambiente, avaliaram-se as 
estimativas das funções de densidade espectral da resposta em aceleração do sistema estrutural. Esta avaliação 
foi efectuada de acordo com (4.7), considerando 56 amostras independentes (nd = 56) de 2048 valores, com uma 
sobreposição de 50 % e utilizando uma janela de Hanning para reduzir os efeitos de escorregamento; para a 
frequência de amostragem de 62,5 Hz, obtiveram-se assim estimativas das funções de densidade espectral com 
uma resolução em frequência de ∆f = 0,031 Hz. 
Na figura 4.3, representam-se as estimativas da amplitude e fase de toda a matriz de funções de densidade 
espectral da resposta em aceleração, do sistema estrutural considerado para exemplo. 
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Figura 4.3 – Estimativas das funções de densidade espectral da resposta em aceleração do sistema de exemplo. 
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4.2.2 Método básico no domínio da frequência 
O método básico no domínio da frequência (BFD), ou método de selecção de picos, é o 
método de identificação modal estocástica de que há maior experiência de utilização no domínio da 
avaliação experimental das características dinâmicas de estruturas de engenharia civil, quer a nível 
geral, quer em termos das aplicações desenvolvidas no âmbito deste trabalho e que serão apresentadas 
no capítulo 6. 
Como primeiras aplicações do método BFD, embora ainda não na forma que adiante será 
descrita, referem-se: Crawford e Ward (1964) que avaliam as frequências naturais de vibração de um 
edifício de 19 pisos a partir da análise dos auto-espectros de registos de velocidade obtidos em ensaios 
de medição de vibrações ambiente, estimando também a configuração do 1º modo de translação numa 
das direcções; Mc Lamore et al. (1971) que avaliam as frequências, configurações e coeficientes de 
amortecimento dos modos naturais de vibração de duas pontes suspensas, a Newport Bridge em Rhode 
Island e a William Preston Lane Memorial Bridge em Maryland, utilizando técnicas de análise 
espectral dos registos de vibrações induzidas pelos efeitos do tráfego e vento; Trifunac (1972) que 
avalia as frequências e configurações dos modos naturais de vibração de dois edifícios, utilizando os 
espectros de Fourier (amplitude e fase) de registos de velocidades obtidos em ensaios de medição de 
vibrações ambiente; Abdel-Ghaffar (1978) que avalia as frequências dos modos naturais de vibração 
duma ponte suspensa, a Vicent Thomas Bridge em Los Angeles, analisando os espectros de amplitude 
de Fourier de registos de velocidades e deslocamentos na estrutura sob o efeito do vento e tráfego 
rodoviário. 
Para além dos trabalhos indicados no parágrafo anterior, vários outros poderiam ser referidos, 
em que o método de identificação modal utilizado se baseia na análise dos espectros dos registos da 
resposta das estruturas às acções ambiente. Sob um ponto de vista da apresentação dos fundamentos 
do método BFD, refere-se também Bendat e Piersol (1993). É no entanto devido a Felber (1993) o 
trabalho de desenvolvimento do método numa forma mais sistematizada que permitiu a sua 
automatização através de programas de análise e de visualização gráfica das configurações modais 
identificadas (EDI, 1995). Na sequência deste trabalho, verificou-se um grande incremento na 
aplicação dos ensaios de medição de vibrações ambiente para a identificação modal de estruturas de 
engenharia civil, nomeadamente na UBC - University of British Columbia (Ventura et al., 1996; Black 
et al., 1997; Dyck e Ventura, 1998) e no EMPA - Swiss Federal Laboratory for Materials Testing and 
Research (Felber e Cantieni, 1995, 1996). 
Os fundamentos do método BFD foram já delineados no capítulo 2, quando se analisou a 
representação analítica das funções de densidade espectral da resposta dos sistemas estruturais. 
Verificou-se então que sob a hipótese das acções ambiente serem assumidas como um processo 
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estocástico gaussiano de ruído branco com média nula, as funções de densidade espectral da resposta 
dos sistemas, apresentam picos de amplitude nas suas frequências naturais de vibração (não 
exactamente nessas frequências, mas, conforme se salientou no capítulo 2, em frequências muito 
próximas para os valores usuais dos coeficientes de amortecimento e para modos de vibração com 
frequências bem separadas). Referiu-se também no capítulo 2, ainda que brevemente, que as 
componentes modais nos diversos graus de liberdade onde é observada a resposta dos sistemas, estão 
também expressas nas funções de densidade espectral. Os coeficientes de amortecimento reflectem-se 
também na largura dos picos de ressonância das funções de densidade espectral. 
Do que foi referido no parágrafo anterior, pode-se depreender que as características dinâmicas 
dos sistemas estruturais (frequências, configurações e coeficientes de amortecimento dos modos 
naturais de vibração) podem ser extraídas da análise das funções de densidade espectral, estimadas a 
partir das respostas medidas experimentalmente (tal como apresentado em 4.2.1). Indica-se em 
seguida, como é efectuada essa análise no método BFD. 
Espectros normalizados médios - ANPSD: 
Conforme se indicou no capítulo 3, os ensaios de identificação modal com medição apenas da 
resposta dos sistemas estruturais podem exigir a obtenção de registos em dezenas ou centenas de 
pontos das estruturas. A análise espectral desses registos conduzirá a igual número de auto-espectros e 
ainda a espectros cruzados que relacionam entre si os registos de resposta obtidos nos diferentes 
pontos instrumentados. A análise dessas funções de densidade espectral, para identificação de todas as 
frequências onde se verificam picos de ressonância que podem corresponder a modos naturais de 
vibração dos sistemas estruturais, pode tornar-se extremamente trabalhosa. Uma forma de sintetizar 
toda essa informação é através dos espectros normalizados médios – ANPSD (Felber, 1993). Estes 
espectros são calculados a partir dos auto-espectros2 dos registos através do procedimento seguinte: 
a) Cálculo dos auto-espectros normalizados (NPSD) dos registos de resposta obtidos em cada 
ensaio dos vários ensaios efectuados, através de: 


















esta normalização corresponde a tornar igual a área sob cada um dos auto-espectros. 
                                                     
2 Também é possível incluir os espectros cruzados na avaliação dos ANPSD, embora não seja essa a 
metodologia adoptada neste trabalho, nomeadamente, nas aplicações que serão apresentadas no capítulo 6. 
 Métodos de Identificação Modal Estocástica 
 121 
Alternativamente a (4.10), em (LNEC - Rodrigues, 2000) propõe-se um processo de 
normalização ligeiramente diferente, que tem por objectivo dar um peso menor aos auto-
espectros dos registos com uma menor relação sinal-ruído (obtidos em pontos dos sistemas 
estruturais onde os movimentos são de menor amplitude). Nesse processo de normalização, 
cada auto-espectro é multiplicado por um factor proporcional à sua área a dividir pela soma 
das áreas de todos os auto-espectros correspondentes a um mesmo ensaio, ou seja: 

































em que ne é o número de respostas observadas em cada ensaio. 
b) Cálculo da média dos auto-espectros normalizados (ANPSD) correspondentes a todos os 
pontos instrumentados e a todos os ensaios efectuados. Para o 1º processo de normalização, 
traduzido em (4.10), tal corresponde a aplicar a expressão seguinte: 











∑ ∑  (4.12) 
Para o 2º processo de normalização, expresso em (4.11), o cálculo da média dos auto-
espectros normalizados pode ser traduzido através da expressão seguinte: 











∑ ∑  (4.13) 
O aspecto mais importante dos espectros normalizados médios é o facto de constituírem uma 
forma de sintetizar a informação contida nos espectros calculados com os registos obtidos nos 
diferentes pontos instrumentados. Devido ao facto de resultarem do cálculo duma média de diferentes 
espectros, os ANPSD apresentam bem evidenciados os picos de ressonância que se verificam em 
todos os auto-espectros, enquanto que os picos que se verificam só num auto-espectro são suavizados. 
Os ANPSD facilitam portanto o trabalho de identificação das frequências que devem corresponder a 
modos globais de vibração dos sistemas estruturais. 
Para facilitar a análise e a distinção entre os modos de vibração dum sistema estrutural, a nível 
do pré-processamento dos registos é recomendável efectuar algumas operações simples (semi-soma, 
semi-diferença), que permitem obter séries de resposta que salientam os modos de vibração de 
determinados tipos. Os ANPSD devem portanto ser calculados também com essas séries, obtendo-se 
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assim os ANPSD correspondentes a diferentes tipos de modos de vibração. Em geral (embora haja 
situações, a analisar caso a caso, em que se deve proceder doutra forma), devem-se calcular os 
ANPSD separadamente para as séries indicadas em seguida: 
a) Em estruturas de pontes e viadutos: Semi-soma de registos verticais nos extremos de cada 
secção do tabuleiro (modos verticais); Semi-diferença de registos verticais nos extremos de 
cada secção do tabuleiro (modos de torção); Registos transversais (modos transversais); 
Registos longitudinais (modos longitudinais). 
b) Em estruturas de edifícios (assumindo os pisos como diafragmas rígidos no seu próprio 
plano): Semi-soma de registos horizontais numa direcção X nos extremos de cada piso 
(modos de translação segundo X); Semi-diferença de registos horizontais numa direcção X 
nos extremos de cada piso (modos de torção); Registos horizontais numa direcção Y 
ortogonal a X (modos de translação segundo Y). 
No método BFD, uma vez que se trabalha com uma resolução finita em frequência, estes 
procedimentos de separação de séries no cálculo dos ANPSD têm bastante importância para que se 
consiga distinguir mais facilmente os modos de vibração com frequências muito próximas (desde que 
sejam de tipos diferentes). 
Após o cálculo dos ANPSD, é necessário efectuar uma análise de selecção dos picos de 
ressonância mais importantes. As frequências onde ocorrem esses picos devem corresponder a modos 
naturais de vibração dos sistemas estruturais, no entanto é necessário confirmá-lo tendo em conta as 
funções de coerência entre os registos de resposta obtidos nos diferentes pontos instrumentados e 
também as configurações modais correspondentes a essas frequências; estes dois aspectos serão 
precisamente abordados em seguida. Note-se que se as acções ambiente fossem exactamente um ruído 
branco e se os registos não tivessem qualquer ruído, ou seja, se os equipamentos fossem perfeitos, os 
picos de ressonância dos ANPSD corresponderiam de certeza a modos de vibração dos sistemas 
estruturais, conforme se mostrou no capítulo 2. 
Exemplo: Considerando as funções de densidade espectral anteriormente calculadas e apresentadas na figura 
4.3, determinou-se o espectro normalizado médio (ANPSD) das acelerações longitudinais registadas no ensaio 
efectuado. Este espectro é apresentado na figura 4.4 e corresponde à média dos auto-espectros da figura 4.3 
normalizados de acordo com o segundo procedimento acima descrito, (4.11) e (4.13). Note-se que neste caso, em 
que só foi feito um ensaio, não seria muito importante efectuar a normalização dos espectros, bastando 
determinar o espectro médio para sintetizar a informação contida nos quatro auto-espectros correspondentes a 
cada um dos pisos do modelo do edifício. 
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Na figura 4.4, são também indicados os valores das frequências correspondentes aos quatro picos de ressonância 
mais evidentes. Em princípio, essas frequências devem corresponder a modos naturais de vibração do modelo do 
edifício, no entanto, é necessário confirmá-lo, conforme se salientou anteriormente, através da análise das 
funções de coerência e das configurações modais correspondentes a essas frequências. 
 
Figura 4.4 – Espectro normalizado médio dos registos de acelerações longitudinais. 
Chama-se a atenção para o facto de que o modelo físico em que foi feito o ensaio de medição de vibrações 
ambiente, para ilustrar neste capítulo a aplicação dos métodos de identificação modal estocástica, tinha alguns 
danos (fendas visíveis, principalmente junto aos nós viga-pilar). Acresce ainda que devido a um acidente durante 
o transporte do modelo, a base de um dos pilares entre o 2º e o 3º pisos, e a extremidade de uma das vigas do 3º 
piso, tinham sofrido danos importantes, posteriormente reparados com argamassa. Uma vez que o modelo estava 
danificado, é natural que as frequências identificadas experimentalmente (ver figura 4.4) sejam inferiores às 
calculadas analiticamente considerando o modelo como estando intacto (ver capítulo 2). Um outro efeito, 
resultante do modelo estar danificado, é o de se verificar que nas estimativas das funções de densidade espectral, 
avaliadas com os registos longitudinais, surgem também, ainda que com menor energia (ver figuras 4.3 e 4.4), 
alguns picos de ressonância que devem corresponder a modos de torção do modelo – dos danos no modelo 
parece assim ter resultado um desvio dos centros de rigidez dos pisos relativamente aos seus centros de massa. 
Funções de coerência: 
Conforme se referiu na introdução deste capítulo, um aspecto importante nos métodos de 
identificação modal estocástica é a capacidade de, entre os picos identificados nas funções de 
densidade espectral, distinguir aqueles que correspondem efectivamente a modos de vibração dos 
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sistemas estruturais. No método BFD, as funções de coerência são um elemento importante para 
efectuar essa distinção. 
A estimativa da função de coerência entre dois sinais de resposta yi e yj é dada por: 
 ( )
[ ]( )
[ ]( ) [ ]( )
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2 y m
i , j m
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A função de coerência (4.14) é uma função escalar que pode ter valores entre 0 e 1, 
traduzindo, no domínio da frequência, o grau de linearidade da relação entre o sinal yi e o sinal yj. 
Valores de coerência próximos de 1 mostram que há uma forte relação de linearidade entre os dois 
sinais. A função de coerência tem um significado análogo ao quadrado do coeficiente de correlação 
utilizado em estatística (Bendat e Piersol, 2000). 
Nas frequências dos modos globais de vibração dos sistemas estruturais, a função de coerência 
entre os sinais de resposta observados em diversos pontos deve apresentar valores próximos de 1. Nos 
picos de ressonância, detectados nos auto-espectros, que sejam devidos a modos locais de elementos 
dos sistemas estruturais ou a frequências das forças de excitação que não induzam movimentos globais 
nas estruturas, a função de coerência entre os sinais de resposta tem valores baixos (Paultre et al., 
1995). A função de coerência também pode ter valores baixos nas frequências de modos de vibração 
que sejam pouco excitados pelas acções ambiente, ou naquelas em que pelo menos um dos sinais 
analisados tenha sido obtido num ponto que esteja próximo de um nodo dos correspondentes modos de 
vibração. 
A análise da função de coerência entre os sinais de resposta nos diversos pontos 
instrumentados em ensaios de medição de vibrações ambiente e os pontos considerados para 
referência, é assim bastante importante para confirmar se as frequências dos picos de ressonância 
identificados nos ANPSD correspondem de facto a modos naturais de vibração dos sistemas 
estruturais. A função de coerência pode ainda ser considerada para estabelecer intervalos de confiança 
nas estimativas das relações de amplitude e fase entre os sinais de resposta observados em diferentes 
pontos das estruturas, conforme se verá mais adiante. 
Refere-se ainda que, a partir da função de coerência, pode-se definir uma outra função, 
designada por relação sinal-ruído entre dois sinais, através da expressão indicada em seguida (embora 
não seja muito comum utilizar essa função no âmbito da identificação modal estocástica): 
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Exemplo: Considerando as funções de densidade espectral anteriormente calculadas e apresentadas na figura 
4.3, determinaram-se as funções de coerência (4.14) entre as acelerações longitudinais registadas no ensaio 
efectuado. Estas funções de coerência são apresentadas na figura 4.5 sob a forma de uma matriz. Como se pode 
verificar nessa figura, as funções de coerência dum sinal consigo próprio (elementos da diagonal principal da 
matriz) têm sempre um valor unitário. Em relação às restantes funções de coerência, pode-se verificar que em 
diversas frequências, assumem valores de 1 ou muito próximos de 1, indiciando que nessas frequências há uma 
forte relação de linearidade entre os sinais de resposta. 
 
Figura 4.5 – Funções de coerência avaliadas com os registos de acelerações longitudinais. 
Avaliação das configurações modais: 
Na exposição efectuada no capítulo 2 e no exemplo aí apresentado, salientou-se que em 
sistemas com frequências bem separadas e com amortecimentos pequenos, sujeitos a forças de 
excitação com características de ruído branco, a resposta na frequência de um dos seus modos de 
vibração e na sua vizinhança é claramente dominada por esse modo de vibração. Nessa situação, as 
funções de densidade espectral da resposta dum sistema, na frequência ω i de um dos seus modos de 
vibração i, podem ser aproximadas através da expressão seguinte (Peeters, 2000): 
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e introduzindo-o em (4.16), a expressão aproximada para as funções de densidade espectral na 
situação de ressonância é dada por: 
 
T*
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Para a interpretação da equação (4.18), recorda-se que a matriz Vc contém a parte observada 
dos modos de vibração, ou seja, as componentes modais segundo os graus de liberdade onde é 
observada a resposta; [vci] é assim a coluna de Vc correspondente ao modo de vibração i. Portanto, a 
expressão (4.18) indica que na ressonância, as colunas (ou as linhas) da matriz de funções de 
densidade espectral da resposta podem ser consideradas como uma estimativa das componentes 
observadas do correspondente modo de vibração, a menos de um factor de escala comum. 
Considerando os elementos duma linha da matriz Syi correspondente a um grau liberdade r 
(1 ≤ r ≤ ne) escolhido para referência, pode-se normalizá-los relativamente ao termo da diagonal 
principal da matriz nessa mesma linha, eliminando assim factores comuns a todos os elementos. Essa 
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Os termos do lado esquerdo da expressão (4.19) são relações entre espectros cruzados e o 
auto-espectro da resposta no grau de liberdade de referência, o que corresponde à função de resposta 
em frequência (FRF) de transmissibilidade (Schultze e Hunter, 2002) entre o grau de liberdade de 
referência e os diversos graus de liberdade observados. Utiliza-se a designação FRF de 
transmissibilidade, uma vez que se trata de relações entre espectros que apenas envolvem as respostas 
dum sistema e não propriamente de relações entre espectros que envolvem as forças de excitação e as 
respostas, situação essa em que a designação FRF seria correcta. 
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Os termos do lado direito da expressão (4.19) são as componentes modais nos diversos graus 
de liberdade observados, relativas ao grau de liberdade considerado para referência. 
A expressão (4.19) indica então que as configurações modais de sistemas estruturais com 
frequências bem separadas e amortecimentos pequenos, sujeitos a forças de excitação com 
características de ruído branco, podem ser estimadas através das FRF de transmissibilidade, entre um 
grau de liberdade considerado como referência e os diversos graus de liberdade observados, avaliadas 
nas frequências de ressonância. 
As componentes modais são portanto estimadas relativamente ao grau de liberdade de 
referência, em termos de amplitude e fase, uma vez que as FRF de transmissibilidade são funções 
complexas, exprimindo no domínio da frequência, esses dois aspectos das relações entre as respostas 
dum sistema. Como é óbvio, se um modo de vibração tiver um nodo no grau de liberdade escolhido 
para referência, então não é possível estimar a correspondente configuração. 
No método BFD, as funções de densidade espectral da resposta são estimadas através de (4.7), 
e, tendo em conta (4.19), as estimativas H1 das FRF de transmissibilidade, entre uma resposta de 
referência r e as restantes respostas observadas j, permitem avaliar as componentes modais Φ ji nas 
frequências de ressonância ω i, ou seja: 







Φ ≈ → =  (4.20) 
As relações de fase nas funções H1 são coincidentes com as relações de fase nos 
correspondentes espectros cruzados. Conforme se verificou no exemplo apresentado no capítulo 2, em 
sistemas com amortecimento proporcional e de valores pequenos, as relações de fase assumem sempre 
valores de 0 ou de ±π (rad). Este facto pode também ser tido em conta para distinguir os picos de 
ressonância que correspondem efectivamente a modos naturais de vibração dos sistemas (Bendat e 
Piersol, 1993). 
Um outro aspecto importante, que ajuda a esclarecer se um determinado pico de ressonância 
corresponde ou não a um modo natural de vibração dum sistema, é a própria configuração modal 
avaliada de acordo com a técnica acima descrita. Nalguns casos, em face da irregularidade da 
configuração obtida em correspondência com um determinado pico de ressonância, deve-se considerar 
que o mesmo não corresponde a um modo natural de vibração ou, ainda que corresponda, a qualidade 
da informação obtida experimentalmente não o permite concluir. Em muitas situações, é conveniente 
que em paralelo com a análise das respostas medidas em ensaios, se desenvolvam modelos de 
elementos finitos para, através da comparação com as configurações modais calculadas, facilitar a 
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interpretação das configurações avaliadas experimentalmente. Em várias aplicações apresentadas no 
capítulo 6, seguiu-se uma metodologia deste tipo. 
Conforme se referiu anteriormente, podem-se avaliar intervalos de confiança nas estimativas 
das componentes modais, tendo em conta os valores das funções de coerência e o número de amostras 
independentes nd consideradas na avaliação das funções H1. No caso de não se utilizarem 
sobreposições das nd amostras, os erros aleatórios normalizados εr na avaliação da amplitude das 
estimativas H1, podem ser determinados através de (Bendat e Piersol, 2000): 
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Se forem utilizadas sobreposições de 50 % das nd amostras independentes, os erros aleatórios 
normalizados εr na avaliação da amplitude das estimativas H1, podem ser determinados através de 
(Delaunay et al., 1998; Bendat e Piersol, 2000): 
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Os erros aleatórios normalizados, avaliados de acordo com (4.21) ou (4.22), têm o significado 
de coeficientes de variação nas estimativas da amplitude das funções H1, ou seja, representam a 
relação entre o desvio padrão e o valor médio dessas estimativas. O estabelecimento dos intervalos de 
confiança nas estimativas das componentes modais é assim imediato a partir desses erros aleatórios 
normalizados. 
Exemplo: Nas 4 frequências de ressonância identificadas no espectro normalizado médio, apresentado na figura 
4.4, analisaram-se os valores das funções de coerência (ver figura 4.5) e determinaram-se as estimativas H1 das 
FRF de transmissibilidade, relacionando as acelerações longitudinais medidas num dos pisos, escolhido para 
referência, com as registadas nos restantes pisos. 
No quadro 4.2 indicam-se para cada uma das frequências de ressonância, os valores de: amplitude de H1; fase de 
H1; coerência entre registos longitudinais no piso de referência e nos registos obtidos nos restantes pisos; erro 
aleatório normalizado na estimativa da amplitude de H1; componente modal em cada piso, dada pela amplitude 
de H1 com sinal positivo se a fase de H1 é próxima de 0, ou negativo se a fase de H1 é próxima de 180 °; e 
intervalo de confiança a 99 % na estimativa da componente modal. 
Como se pode verificar no quadro 4.2, para cada modo de vibração, escolheu-se como piso de referência, aquele 
que tem maior componente modal nesse modo de vibração. 
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Nos valores apresentados no quadro 4.2, pode observar-se que os valores da função de coerência nas frequências 
de ressonância, são sempre muito próximos de 1, o único valor que é um pouco mais baixo verifica-se no 4º 
modo de vibração, na relação entre o 4º piso e o piso de referência, porque o 4º piso é praticamente um nodo 
desse modo de vibração. Tal significa que a informação obtida no ensaio efectuado é de muito boa qualidade em 
termos de relação sinal/ruído (ainda que as vibrações ambiente registadas tivessem amplitudes muito pequenas, 
conforme se referiu anteriormente). Foi assim possível obter estimativas das componentes modais, nos graus de 
liberdade observados, com um elevado grau de confiança, o que é expresso nos valores muito pequenos dos erros 
aleatórios normalizados e dos intervalos de confiança a 99 %. 
Quadro 4.2 – Componentes modais avaliadas com o método BFD. 
piso i |H1| φ (H1) 
2
4 ,iγ  1rε   H  Φi1 i.c. 99 % 
1 0,189 2,7 ° 1,00 0,32 % +0,189 0,0018 
2 0,385 1,5 ° 1,00 0,16 % +0,385 0,0018 
3 0,811 0,1 ° 1,00 0,06 % +0,811 0,0016 
1º modo 
f = 2,96 Hz 
4 ref. 1 0 1 0 +1,000 0 
piso i |H1| φ (H1) 
2
2 ,iγ  1rε   H  Φi2 i.c. 99 % 
1 0,662 0,7 ° 1,00 0,07 % +0,662 0,0015 
2 ref. 1 0 1 0 +1,000 0 
3 0,230 -1,5 ° 1,00 0,23 % +0,230 0,0016 
2º modo 
f = 8,03 Hz 
4 0,708 -179,2 ° 1,00 0,07 % -0,708 0,0015 
piso i |H1| φ (H1) 
2
3,iγ  1rε   H  Φi3 i.c. 99 % 
1 0,410 -179,3 ° 1,00 0,16 % -0,410 0,0020 
2 0,351 170,4 ° 0,98 1,27 % -0,351 0,0134 
3 ref. 1 0 1 0 +1,000 0 
3º modo 
f = 11,69 Hz 
4 0,587 -179,3 ° 1,00 0,15 % -0,587 0,0026 
piso i |H1| φ (H1) 
2
1,iγ  1rε   H  Φi4 i.c. 99 % 
1 ref. 1 0 1 0 +1,000 0 
2 0,750 -178,3 ° 1,00 0,30 % -0,750 0,0068 
3 0,149 3,2 ° 0,97 1,37 % +0,149 0,0061 
4º modo 
f = 18,16 Hz 
4 0,034 -177,2 ° 0,72 5,12 % -0,034 0,0052 
 
O facto dos valores da função de coerência, nas frequências de ressonância identificadas no ANPSD, serem 
muito próximos de 1, leva desde logo a concluir que essas frequências correspondem a modos naturais de 
vibração do modelo ensaiado. No entanto, para confirmar essa conclusão, também é conveniente analisar a 
representação gráfica das componentes modais avaliadas. 
Nas figuras 4.6 e 4.7 apresentam-se duas formas de representação gráfica das componentes modais identificadas. 
Na figura 4.6 essas componentes são representadas em simples gráficos XY, em que as configurações são 
representadas através de uma linha suavizada ajustada às componentes modais avaliadas com o método BFD; 
nesses gráficos estão também representados os intervalos de confiança a 99 % nas componentes modais, embora, 
devido aos seus valores muito pequenos, não seja possível visualizá-los bem. 
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 1º modo – f = 2,96 Hz 2º modo – f = 8,03 Hz 3º modo – f = 11,69 Hz 4º modo – f = 18,16 Hz 
     
Figura 4.6 – Representação gráfica das componentes modais identificadas com o método BFD. 
As configurações apresentadas na figura 4.7, correspondem às deformadas do modelo de elementos finitos já 
considerado no capítulo 2, resultantes da imposição de deslocamentos longitudinais nos diversos pisos, com 
valores iguais às componentes modais identificadas com o método BFD. 
 1º modo – f = 2,96 Hz 2º modo – f = 8,03 Hz 3º modo – f = 11,69 Hz 4º modo – f = 18,16 Hz 
     
Figura 4.7 – Deformadas para representação das configurações modais identificadas com o método BFD. 
Estimativa dos coeficientes de amortecimento: 
Em associação com os procedimentos acima descritos para identificar as frequências e 
configurações dos modos naturais de vibração dum sistema estrutural, no método BFD podem-se 
também estimar os coeficientes de amortecimento, utilizando técnicas apropriadas para analisar os 
auto-espectros da resposta dum sistema. Referem-se em seguida duas dessas técnicas, o método da 
meia potência e um método de ajuste dum espectro analítico correspondente à resposta em aceleração 
dum sistema de um grau de liberdade. 
Para se identificarem bem as frequências e configurações dos modos dum sistema através do 
método BFD, é importante que as forças de excitação tenham densidade espectral aproximadamente 
constante e que os modos tenham frequências bem separadas e amortecimentos com valores pequenos. 
Estas condições devem ser satisfeitas de forma ainda mais estrita no que se refere à avaliação dos 
coeficientes de amortecimento. Bendat e Piersol (1993) quantificam mesmo as condições a satisfazer 
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para que seja possível obter estimativas razoáveis dos coeficientes de amortecimento, a partir das 
funções de densidade espectral da resposta dum sistema, indicando as regras seguintes: 
a) As forças de excitação devem ter densidade espectral constante ou suficientemente 
uniforme na vizinhança da frequência de cada modo de vibração do sistema a identificar, 
( ) [ ]i iconstante, no intervalo 3 3u i iS B Bω ω ω ω≈ − ≤ ≤ + , em que Bi é a largura de meia 
potência do pico de ressonância correspondente ao modo de vibração com frequência ωi; 
b) Os modos de vibração devem ter frequências bem separadas, ( )i i-1 i i-12 B Bω ω− > + ; 
c) Os coeficientes de amortecimento devem ter valores pequenos, i 5%ξ < ; 
d) A resolução em frequência deve ser bastante mais pequena do que largura de meia potência 
dos picos de ressonância das estimativas das funções de densidade espectral, i0 2, Bω∆ < . 
Se as condições acima indicadas forem claramente desrespeitadas, dificilmente se conseguirão 
obter boas estimativas dos coeficientes de amortecimento, utilizando as duas técnicas que se 
descrevem em seguida. 
O método da meia potência é referido em diversos livros de dinâmica de estruturas, por 
exemplo, Clough e Penzien (1993). Para a sua aplicação a um auto-espectro da resposta dum sistema, 
há que seleccionar, no pico de ressonância de cada modo de vibração, os dois pontos com ordenada 
espectral igual a metade da ordenada máxima na frequência de ressonância ωi, designem-se as 
frequências desses dois pontos por ω2 e ω1. O coeficiente de amortecimento do modo de vibração i, 











Uma das questões na aplicação da expressão (4.23) é a precisão com que é possível 
seleccionar os pontos de meia potência, com frequências ω2 e ω1, uma vez que as ordenadas espectrais 
estão definidas com uma resolução em frequência finita ∆ω, inversamente proporcional à duração das 
amostras consideradas para o cálculo das funções de densidade espectral. Tal significa que, na maioria 
das situações (a menos que ∆ω tenha de facto valores muito pequenos), seja necessário interpolar entre 
os pontos discretos dos auto-espectros, para determinar os valores das frequências ω2 e ω1. O método 
mais imediato é utilizar uma simples interpolação linear, no entanto também se podem utilizar outras 
técnicas que envolvem o ajuste de funções polinomiais às ordenadas espectrais, determinando-se as 
frequências ω2 e ω1 a partir dessas funções, cujos valores podem ser avaliados com uma resolução em 
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frequência muito fina. Por exemplo, em (Corrêa e Campos Costa, 1992) utiliza-se uma parábola 
ajustada aos 3 pontos de maior amplitude em cada pico de ressonância; em (LNEC - Rodrigues e 
Campos Costa, 1999) utiliza-se uma spline ajustada às ordenadas espectrais em torno de cada pico de 
ressonância. 
Embora seja possível, em muitas situações, estimar os coeficientes de amortecimento através 
da aplicação do método da meia potência aos auto-espectros da resposta dum sistema (desde que as 
condições acima referidas sejam razoavelmente satisfeitas), os valores obtidos são em geral uma 
sobre-estimativa, ou seja, têm um erro de viés por excesso. Este erro deve-se fundamentalmente ao 
efeito de escorregamento (leakage) associado à resolução finita em frequência das estimativas das 
funções de densidade espectral avaliadas através da transformada discreta de Fourier. O efeito de 
escorregamento existe sempre nessas estimativas, ainda que se utilizem janelas de dados (por exemplo 
a janela de Hanning), com as quais apenas se consegue reduzi-lo. 
Alternativamente ao método da meia potência, pode-se utilizar um outro método para estimar 
os coeficientes de amortecimento a partir das funções de densidade espectral da resposta de um 
sistema. Esse método consiste no ajuste dum espectro analítico aos picos de ressonância dos auto- 
espectros da resposta, sendo utilizado por diversos autores (Brownjohn et al., 1989; Littler, 1995; 
Delaunay et al., 1999). Littler (1995) considera mesmo que esse método é mais adequado do que o 
método da meia potência, para estimar os coeficientes de amortecimento a partir da análise dos 
registos de ensaios de medição de vibrações ambiente. Na forma que será apresentada em seguida, o 
método foi utilizado em (LNEC - Rodrigues e Campos Costa, 1999) e em diversos trabalhos 
realizados desde então, cujos resultados serão apresentados no capítulo 6. 
O espectro analítico, que é ajustado aos picos de ressonância das funções de densidade 
espectral, corresponde ao espectro da resposta em aceleração dum sistema de um grau de liberdade 
sujeito a uma entrada de densidade espectral constante (ruído branco). Considerando então que a 
densidade espectral da entrada é constante e igual a Πu, a função de densidade espectral da resposta 
em aceleração de um sistema de um grau de liberdade é dada por: 
 ( )















em que: k é a rigidez do sistema de um grau de liberdade; 
ωn é a frequência natural não amortecida do sistema de um grau de liberdade; 
ξ é o coeficiente de amortecimento do sistema de um grau de liberdade. 
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Para o ajuste aos picos de ressonância dos auto-espectros das acelerações registadas em 
ensaios de medição de vibrações ambiente, na expressão (4.24) pode-se incluir ainda uma constante C 
para ter em conta a influência dos modos que estão fora da zona do pico de ressonância que está a ser 
analisado. A expressão do espectro analítico a ajustar aos espectros experimentais, é assim: 
 ( )















O ajuste da expressão (4.25) aos valores experimentais pode ser efectuado através duma 
técnica de mínimos quadrados apropriada para funções não-lineares, que é normalmente designada por 
método de Levenberg-Marquardt (Levenberg, 1944; Marquardt, 1963). Este método está disponível, 
por exemplo em LabView (National Instruments, 1998) ou na System Identification Toolbox (Ljung, 
2001) do MatLab (MathWorks, 2000). Da aplicação desta técnica de mínimos quadrados, resultam 
valores para os quatro parâmetros (ωn, ξ, Πu/k2, C) correspondentes ao melhor ajuste da expressão 
(4.25) aos valores experimentais retirados dos picos de ressonância dos auto-espectros. Ao aplicar o 
método de Levenberg-Marquardt, pode-se ter em conta o grau de confiança nas ordenadas espectrais 
obtidas experimentalmente (ver expressões (4.8) e (4.9)), pelo que se obtém também uma medida do 
grau de confiança nas estimativas de cada um dos parâmetros. 
Em ambos os métodos acima apresentados (meia potência ou ajuste dum espectro analítico) os 
coeficientes de amortecimento são estimados a partir das ordenadas espectrais em torno dos picos de 
ressonância dos auto-espectros. Assim, na análise da informação obtida em ensaios em que a resposta 
duma estrutura é medida em vários pontos, para cada modo de vibração coloca-se a questão de 
escolher o auto-espectro, ou auto-espectros, a considerar para estimar o respectivo coeficiente de 
amortecimento. Uma hipótese, embora mais trabalhosa, é a de aplicar os métodos acima apresentados 
aos auto-espectros correspondentes a todos os registos e de tratar estatisticamente os resultados assim 
obtidos. Outra hipótese, que se considera razoável, é a de aplicar esses métodos ao auto-espectro 
correspondente ao grau de liberdade com maior componente no modo em análise. 
Exemplo: Estimaram-se os coeficientes de amortecimento dos 4 modos de vibração identificados, com 
frequências de 2,96 Hz, 8,03 Hz, 11,69 Hz e 18,16 Hz, utilizando as duas técnicas acima referidas: o método da 
meia potência e o método de ajuste do espectro analítico correspondente à resposta em aceleração dum sistema 
de um grau de liberdade. Ambos os métodos foram aplicados aos picos isolados dos auto-espectros calculados 
com as acelerações registadas no ensaio efectuado, tendo-se escolhido, para cada modo de vibração, o auto-
espectro correspondente ao grau de liberdade com maior componente no modo em causa. Na figura 4.8 ilustra-se 
a aplicação dos dois métodos utilizados para estimar os coeficientes de amortecimento. No quadro 4.3 
apresentam-se os valores obtidos. 
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 Método da meia potência Método de ajuste dum espectro analítico 







2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8 4.0
frequência (Hz)
(mg2/Hz)
valores experimentais (com intervalos de confiança a 99%)
espectro analítico ajustado aos valores experimentais







2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8 4.0
frequência (Hz)
(mg2/Hz)
f1 = 2,929 Hz
G y  máx
f2 = 3,010 Hz
1/2 G y  máx
 







7.3 7.5 7.7 7.9 8.1 8.3 8.5 8.7 8.9
frequência (Hz)
(mg2/Hz)
valores experimentais (com intervalos de confiança a 99%)
espectro analítico ajustado aos valores experimentais







7.3 7.5 7.7 7.9 8.1 8.3 8.5 8.7 8.9
frequência (Hz)
(mg2/Hz)
f1 = 7,975 Hz
G y  máx
f2 = 8,072 Hz
1/2 G y  máx
 







11.1 11.3 11.5 11.7 11.9 12.1 12.3 12.5 12.7
frequência (Hz)
(mg2/Hz)
valores experimentais (com intervalos de confiança a 99%)
espectro analítico ajustado aos valores experimentais







11.1 11.3 11.5 11.7 11.9 12.1 12.3 12.5 12.7
frequência (Hz)
(mg2/Hz)
f1 = 11,547 Hz
G y  máx
f2 = 11,746 Hz
1/2 G y  máx
 







17.1 17.3 17.5 17.7 17.9 18.1 18.3 18.5 18.7
frequência (Hz)
(mg2/Hz)
valores experimentais (com intervalos de confiança a 99%)
espectro analítico ajustado aos valores experimentais







17.1 17.3 17.5 17.7 17.9 18.1 18.3 18.5 18.7
frequência (Hz)
(mg2/Hz)
f1 = 18,090 Hz
G y  máx
f2 = 18,229 Hz
1/2 G y  máx
 
Figura 4.8 – Aplicação de dois métodos para estimar os coeficientes de amortecimento. 
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Quadro 4.3 – Estimativas dos coeficientes de amortecimento. 
método da meia potência método de ajuste dum espectro analítico 
modo / frequência piso i 
ξ (%) ξ (%) coef. var. (%) 
1º modo, f = 2,96 Hz 4 1,35 0,73 5,5 
2º modo, f = 8,03 Hz 2 0,61 0,60 5,0 
3º modo, f = 11,69 Hz 3 0,86 0,71 5,6 
4º modo, f = 18,16 Hz 1 0,38 0,41 4,9 
 
Analisando a figura 4.8 e os valores apresentados no quadro 4.3, importa comentar os aspectos seguintes: 
 - os valores obtidos com o método da meia potência são, em geral, superiores aos avaliados com o 
método de ajuste dum espectro analítico; estes resultados reflectem assim um problema já referido do 
método da meia potência, ou seja, com esse método obtêm-se, em geral, sobre-estimativas dos 
coeficientes de amortecimento; tal deve-se sobretudo ao caracter discreto das estimativas das funções 
de densidade espectral obtidas através da transformada discreta de Fourier, e ao efeito de 
escorregamento a ele associado; 
 - em relação ao 1º modo de vibração verifica-se mesmo uma diferença grande entre as estimativas do 
coeficiente de amortecimento, obtidas com os dois métodos utilizados; 
 - os coeficientes de variação, obtidos no método de ajuste dum espectro analítico, têm valores 
pequenos, cerca de 5 %, indiciando que os valores estimados com esse método podem ser encarados 
com alguma confiança; tal reflecte também a boa qualidade dos sinais obtidos no ensaio efectuado, 
em termos de relação sinal/ruído, pois, nas funções de densidade espectral, os picos de ressonância 
estão bem salientes relativamente ao nível de ruído, o que facilitou a aplicação do método de ajuste; 
 - as estimativas obtidas para os coeficientes de amortecimento têm valores bastante pequenos, entre 
cerca de 0,4 % e 0,7 % (considerando os valores obtidos com o método de ajuste dum espectro 
analítico); note-se que são estimativas obtidas para vibrações de amplitudes muito pequenas, sendo de 
esperar que se obteriam valores superiores para vibrações de maior amplitude. 
Para além dos problemas já salientados, relacionados com a avaliação dos coeficientes de 
amortecimento a partir das estimativas das funções de densidade espectral determinadas com a 
transformada discreta de Fourier (via algoritmo da FFT), salienta-se ainda que outras questões podem 
ser colocadas relativamente à avaliação dos coeficientes de amortecimento a partir da resposta das 
estruturas, registada em ensaios de medição de vibrações ambiente. De facto, para níveis de vibração 
de pequena amplitude, verifica-se que os coeficientes de amortecimento são dependentes dessa mesma 
amplitude e podem também variar em função da temperatura (Ventura e Brincker, 2000). Este facto 
não é de estranhar, considerando que movimentos de diferentes amplitudes (ainda dentro do regime de 
funcionamento linear dos materiais) podem exigir a entrada em acção de diferentes mecanismos 
responsáveis pelo amortecimento dos sistemas estruturais. Tendo em conta este aspecto, acima de 
tudo, deve ter-se alguma precaução quanto à utilização dos coeficientes de amortecimento estimados a 
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partir da resposta das estruturas às acções ambiente, para a avaliação da sua resposta a acções de 
grande intensidade (por exemplo, sismos ou vento). 
Uma outra questão, relacionada com a avaliação dos coeficientes de amortecimento a partir de 
registos de vibrações ambiente, verifica-se no caso da acção ambiente dominante ser o vento e tem a 
ver com a possibilidade de ocorrência de fenómenos de interacção aerodinâmica com as estruturas, 
que podem introduzir uma componente de amortecimento aerodinâmico nas respostas estruturais que 
são medidas. Os coeficientes de amortecimento estimados a partir dessas respostas, têm assim uma 
parcela devida ao amortecimento estrutural e outra devida ao amortecimento aerodinâmico. Esta 
dificuldade poderá surgir sobretudo em estruturas de maior flexibilidade, como é o caso de pontes de 
grande vão. Nessas situações, é recomendável que se efectue também o registo da velocidade do vento 
durante os períodos de registo da resposta estrutural, para que se possa inferir sobre a influência dos 
fenómenos de interacção aerodinâmica na resposta medida. 
Alguns comentários ao método BFD: 
O método básico no domínio da frequência (BFD) é um método de identificação modal 
estocástica em que se utilizam técnicas de análise de sinal baseadas nas estimativas das funções de 
densidade espectral da resposta, calculadas por intermédio do algoritmo da FFT. Na fundamentação 
deste método assumem-se determinadas hipóteses que deverão ser razoavelmente respeitadas para que 
se obtenham bons resultados. Fundamentalmente, as forças de excitação devem ter densidade espectral 
aproximadamente constante e os modos de vibração dos sistemas devem ter frequências bem 
separadas e amortecimentos com valores pequenos, caso contrário poderá ser difícil identificá-los. 
Com o método BFD identificam-se de facto modos operacionais de deformação e não 
propriamente modos de vibração. Um modo operacional de deformação corresponde à deformada 
duma estrutura quando sujeita a uma excitação puramente harmónica; teoricamente, é portanto uma 
combinação de todos os modos de vibração, no entanto, apenas aqueles que têm uma frequência 
próxima da frequência da excitação é que contribuem significativamente para o modo operacional de 
deformação. Compreende-se assim que no caso dos modos de vibração terem frequências muito 
próximas, os modos operacionais de vibração acabem por reflectir a sobreposição de diversos modos 
de vibração, o que dificulta a obtenção de bons resultados com o método BFD. 
Outros inconvenientes do método BFD estão relacionados sobretudo com a resolução finita 
em frequência das estimativas das funções de densidade espectral avaliadas através do algoritmo da 
FFT. Mesmo assim, alguma facilidade de compreensão dos seus fundamentos, de implementação e a 
rapidez de execução, fazem com que o método BFD seja aquele de que há maior experiência de 
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utilização no domínio da identificação modal estocástica de estruturas de engenharia civil, e que, 
eventualmente, deverá ser sempre utilizado para uma primeira análise da informação obtida em 
ensaios de identificação modal com base na medição de vibrações ambiente. 
4.2.3 Método de decomposição no domínio da frequência 
O método de decomposição no domínio da frequência (FDD) pode ser entendido como uma 
extensão do método BFD, na medida em que também utiliza como informação de base as estimativas 
das funções de densidade espectral da resposta, avaliadas de acordo com a metodologia apresentada 
em 4.2.1. No método FDD é introduzida uma operação de diagonalização da matriz de funções de 
densidade espectral, de modo a decompô-la nas contribuições modais que, em cada frequência, 
influenciam significativamente a resposta dum sistema. Essa operação de diagonalização consiste na 
aplicação de algoritmos de decomposição em valores próprios ou em valores singulares (SVD) que, no 
caso da matriz de funções de densidade espectral da resposta, são equivalentes, uma vez que se trata 
de uma matriz hermiteana3 (Peeters, 2000). 
O método FDD terá sido apresentado e utilizado pela primeira vez em (Prevosto, 1982) já no 
contexto da identificação modal estocástica. Posteriormente, o mesmo princípio de diagonalização da 
matriz de funções de densidade espectral da resposta foi aplicado à matriz de funções de resposta em 
frequência, ou seja, no contexto da análise modal experimental com controlo e medição das forças de 
excitação; neste domínio, o método foi designado por Complex Mode Indication Function, de que 
resultou a abreviatura CMIF (Shih et al., 1988), que também é adoptada em (Peeters, 2000) para 
referir o método FDD no contexto da identificação modal estocástica. Corrêa e Campos Costa (1992) 
utilizam também a decomposição em valores próprios da matriz de funções de densidade espectral da 
resposta em velocidade, para obter um espectro que designam por espectro principal de velocidade 
(correspondente, em cada frequência, ao maior valor próprio da matriz), a partir do qual identificam as 
frequências naturais de vibração, obtendo as componentes modais nos pontos instrumentados a partir 
do primeiro vector próprio. 
O método FDD recebe apenas esta designação com o trabalho de Brincker et al. (2000), onde 
de facto esse método e os seus fundamentos são apresentados de forma mais sistematizada. Conforme 
se apresentará em seguida, a compreensão dos fundamentos do método FDD é praticamente imediata, 
uma vez entendida a fundamentação do método BFD. Em termos de tempo de execução, o método 
FDD também é bastante rápido, visto que, relativamente ao método BFD, há apenas adicionalmente o 
                                                     
3 Uma matriz diz-se hermiteana se for uma matriz quadrada igual à sua transconjugada; é o que se passa com a 
matriz das funções de densidade espectral da resposta dum sistema, que verifica as relações ( ) ( )T ** Ty y y= =S S S . 
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tempo necessário para efectuar a decomposição em valores singulares da matriz de funções de 
densidade espectral em cada frequência. O método FDD pode assim ser considerado como sendo de 
utilização fácil e de execução rápida, tendo ainda algumas vantagens em relação ao método BFD, em 
termos de identificação de modos com frequências próximas. Uma vez que o método FDD não é de 
implementação muito difícil e o facto de que actualmente está disponível no programa ARTeMIS 
(SVS, 2002) leva a supor que a curto prazo haverá certamente uma experiência considerável da sua 
utilização na identificação modal estocástica de estruturas de diferentes tipos, quer de engenharia civil 
quer de engenharia mecânica. 
Decomposição em valores singulares da matriz de funções de densidade espectral: 
O método FDD baseia-se no facto de que a matriz de funções de densidade espectral é, em 
cada frequência, influenciada significativamente por apenas alguns modos de vibração, cujo número 
determina a característica dessa matriz. Uma das utilizações do algoritmo de decomposição em valores 
singulares (SVD) é precisamente a avaliação da característica de uma matriz, a qual corresponde ao 
número de valores singulares não nulos. 
A matriz de funções de densidade espectral da resposta de um sistema, no caso das forças de 
excitação serem consideradas como um processo estocástico gaussiano com média nula e densidade 
espectral constante Su(ω) = Πu, relaciona-se com a matriz de funções de resposta em frequência Hc(ω) 
através da relação (já apresentada no capítulo 2): 
 ( ) ( ) ( ) ( )T*y c u cω ω ωΠ=S H H  (4.26) 
Decompondo a matriz Πu nos seus factores de Cholesky: 
 Tu u u=Π C C  (4.27) 
pode-se definir um factor espectral Fy(ω), através de: 
 ( ) ( )y c uω ω=F H C  (4.28) 
e assim, a matriz de funções de densidade espectral da resposta de um sistema pode ser expressa 
através de: 
 ( ) ( ) ( ) ( )T*y y yω ω ω=S F F  (4.29) 
Em cada frequência ω, a decomposição em valores singulares do factor espectral resulta em: 
 Métodos de Identificação Modal Estocástica 
 139 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T*y ω ω ω ω= ΣF U V  (4.30) 
em que: U(ω) e V(ω) são matrizes ortogonais complexas; 
Σ(ω) é uma matriz diagonal que contém os valores singulares, reais e positivos, em ordem 
descendente. 
O factor espectral Fy (ω) pode ser escrito de forma a salientar a contribuição de cada modo de 
vibração, através da expressão seguinte: 

















F C  (4.31) 
Considerando que 2n > ne, a soma, expressa em (4.31), de 2n matrizes (ne × ne) de 
característica 1, resulta numa matriz que no máximo pode ter característica ne. No entanto, em cada 
frequência apenas alguns dos modos de vibração são importantes, havendo assim termos matriciais do 
somatório de (4.31) que têm característica praticamente nula. Na ressonância, o factor espectral atinge 
um máximo local, para o qual só contribuem significativamente alguns modos de vibração (ou mesmo, 
no caso de modos com frequências bem separadas, apenas um modo de vibração). Em termos da 
decomposição em valores singulares, tal significa que apenas alguns dos valores singulares têm 
valores importantes, enquanto que os outros são próximos de zero. Assim, os espectros de valores 
singulares apresentam também máximos locais nas ressonâncias, uma vez que os vectores singulares 
são sempre unitários em qualquer frequência, e portanto o efeito de ressonância reflecte-se só nos 
valores singulares. Se dois ou mais modos de vibração têm frequências próximas, então há um número 
correspondente de valores singulares que apresentam máximos nessas frequências. 
Na realidade não são os factores espectrais que são avaliados a partir dos registos de resposta 
dum sistema estrutural, mas sim as funções de densidade espectral. Assim, introduzindo a 
decomposição em valores singulares do factor espectral (4.30) na expressão (4.29), obtém-se a 
decomposição em valores singulares da matriz de funções de densidade espectral, expressa através de: 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )








y r r r
r
ω ω ω ω ω ω ω
ω ω ω ω ω ω ω
ω ω ω ω σ ω ω ω
=
 = ⇔ 
 
⇔ =





S U V U V
S U V V U
S U U u u
 (4.32) 
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O algoritmo de decomposição em valores singulares é portanto aplicado à matriz de funções 
de densidade espectral da resposta, obtendo-se então os factores indicados na expressão (4.32). A 
matriz diagonal Σ2(ω) contém assim os valores singulares da matriz Sy (ω) e constitui um indicador do 
número de modos que, em cada frequência, contribuem significativamente para a resposta dum 
sistema. U (ω) é uma matriz ortogonal que contém os vectores singulares da matriz Sy (ω). 
Se numa determinada frequência ωi há apenas um modo que contribui de forma importante 
para a resposta dum sistema, a matriz de funções de densidade espectral da resposta é, 
aproximadamente, uma matriz de característica 1, que, tendo em conta a expressão (4.32), pode ser 
decomposta em: 
 ( ) ( ) ( ) ( )2 T*y i r i r i r iω σ ω ω ω ≈     S u u  (4.33) 
Comparando a expressão (4.33) com a expressão (4.18), pode-se verificar que o primeiro 
vector singular na situação de ressonância constitui uma estimativa das componentes modais nos graus 
de liberdade observados, para o modo de vibração na frequência correspondente. 
Na situação de modos com frequências muito próximas ou mesmo coincidentes, cada vector 
singular correspondente a um valor singular não nulo, constitui uma boa estimativa das componentes 
desses modos, desde que os mesmos sejam geometricamente ortogonais entre si (Brincker et al., 
2000). No caso de modos com frequências muito próximas que não sejam geometricamente ortogonais 
entre si, as componentes modais correspondentes ao modo dominante são bem estimadas através do 
primeiro vector singular, no entanto, dificilmente se conseguem estimar bem as componentes modais 
dos outros modos que nunca são dominantes (Brincker et al., 2000). 
Exemplo: Considerando as funções de densidade espectral anteriormente calculadas e apresentadas na figura 
4.3, determinaram-se os espectros de valores singulares, aplicando o algoritmo de decomposição em valores 
singulares (SVD) à matriz de funções de densidade espectral em cada frequência. Obtiveram-se assim os 
espectros de valores singulares que são apresentados na figura 4.9. Note-se que o espectro do 1º valor singular 
tem um andamento muito semelhante ao do espectro normalizado médio (ANPSD) apresentado na figura 4.4. 
Na figura 4.9 indicam-se também os valores das frequências dos quatro picos de ressonância mais evidentes no 
espectro do 1º valor singular. Neste caso, essas frequências coincidem com as identificadas no ANPSD da figura 
4.4. Em princípio, essas frequências correspondem aos modos naturais de vibração na direcção longitudinal do 
modelo do edifício, sendo, no entanto, conveniente analisar também os correspondentes 1os vectores singulares, 
para, de acordo com o método FDD acima descrito, obter as estimativas das configurações modais. No espectro 
do 2º valor singular são também visíveis alguns picos de ressonância (embora com valores bastante mais 
pequenos do que os do espectro do 1º valor singular) que se considera serem devidos aos modos de torção e 
também aos modos na direcção transversal. 
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Figura 4.9 – Espectros de valores singulares correspondentes aos registos de acelerações longitudinais. 
Com este exemplo, na forma adoptada neste capítulo, em que apenas se estão a analisar as acelerações registadas 
na direcção longitudinal, não se conseguem ilustrar bem os aspectos específicos do método FDD em termos de 
identificação de modos com frequências muito próximas, uma vez que os quatro modos longitudinais acabam 
por ter frequências bem separadas. No entanto, conforme já se referiu, no capítulo 6 será apresentada uma 
análise completa da informação obtida no ensaio efectuado, relativamente aos 3 graus de liberdade de cada piso 
do modelo, onde transparecem melhor esses aspectos do método FDD. 
Nas 4 frequências de ressonância identificadas no espectro do 1º valor singular da matriz de funções de 
densidade espectral, analisaram-se os correspondentes 1os vectores singulares, os quais correspondem a uma 
estimativa das componentes modais segundo os graus de liberdade observados. No quadro 4.4, indicam-se as 
componentes modais avaliadas dessa forma. Como se pode verificar os valores assim obtidos são praticamente 
iguais aos avaliados com o método BFD, havendo apenas uma pequena diferença em 3 das componentes modais. 
Relativamente à avaliação das configurações modais através dos vectores singulares, salienta-se que estes são 
vectores complexos. Assim, os valores apresentados no quadro 4.4 correspondem à amplitude das componentes 
de cada vector relativamente a uma delas considerada como referência, sendo o sinal dado pela fase relativa 
(sinal positivo para ângulos de fase próximos de 0 ou negativo para ângulos de fase próximos de ±π rad). 
Quadro 4.4 – Componentes modais avaliadas com o método FDD. 
piso i 1º modo (2,96 Hz) Φi1 2º modo (8,03 Hz) Φi2 3º modo (11,69 Hz) Φi3 4º modo (18,16 Hz) Φi4 
1 +0,190 +0,662 -0,410 +1,000 
2 +0,385 +1,000 -0,352 -0,750 
3 +0,811 +0,230 +1,000 +0,150 
4 +1,000 -0,708 -0,587 -0,034  
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Nas figuras 4.10 e 4.11, apresentam-se duas formas de representação gráfica das componentes modais 
identificadas com o método FDD (já utilizadas nas figura 4.6 e 4.7 para representar as componentes modais 
identificadas com o método BFD). 
 1º modo – f = 2,96 Hz 2º modo – f = 8,03 Hz 3º modo – f = 11,69 Hz 4º modo – f = 18,16 Hz 
     
Figura 4.10 – Representação gráfica das componentes modais identificadas com o método FDD. 
 1º modo – f = 2,96 Hz 2º modo – f = 8,03 Hz 3º modo – f = 11,69 Hz 4º modo – f = 18,16 Hz 
     
Figura 4.11 – Deformadas para representação das configurações modais identificadas com o método FDD. 
Importa ainda salientar que, no caso de se efectuarem vários ensaios em que há transdutores 
que ficam sempre colocados segundo graus de liberdade de referência, enquanto que os restantes 
transdutores mudam de posição de ensaio para ensaio (ver capítulo 3), colocam-se duas questões na 
aplicação do método FDD: 
- a primeira relaciona-se com a necessidade de normalizar os espectros de valores singulares 
correspondentes a cada ensaio, e de calcular um espectro médio desses valores singulares 
normalizados, de modo a sintetizar a informação obtida nos diversos ensaios; este 
procedimento pode ser efectuado duma forma semelhante à já apresentada para avaliação 
dos espectros normalizados médios (ANPSD) no método BFD; 
- a segunda tem a ver com uma opção que pode ser seguida de calcular a matriz de funções de 
densidade espectral apenas com as linhas correspondentes aos graus de liberdade de 
referência; se estes forem escolhidos criteriosamente de modo a evitar nodos dos modos de 
vibração dos sistemas, as funções de densidade espectral assim calculadas têm toda a 
informação necessária para a efectuar a identificação modal do sistema (note-se que esta 
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opção também pode ser seguida no método BFD embora não lhe tenha sido feita referência 
em 4.2.2). 
Ajuste das frequências e componentes modais e avaliação dos coeficientes de amortecimento: 
No método FDD, ao aplicar-se o algoritmo de decomposição em valores singulares à matriz de 
funções de densidade espectral, está-se no fundo a decompô-la nas funções de densidade espectral 
dum conjunto de sistemas de um grau de liberdade, cada um correspondente a um modo de vibração 
do sistema. A função de densidade espectral de cada modo de vibração pode ser identificada nos 
espectros de valores singulares, e ser considerada para ajustar a estimativa da frequência e das 
componentes modais, obtidas por simples selecção dum pico de ressonância e do respectivo vector 
singular, e também para estimar o coeficiente de amortecimento. Esta análise pode ser feita, 
transformando para o domínio do tempo (através da inversa da transformada discreta de Fourier) a 
função de densidade espectral identificada para cada modo de vibração. Obtém-se assim uma função 
de auto-correlação da resposta dum sistema de um grau de liberdade, a qual, assumindo que as forças 
de excitação são idealizáveis por um processo de tipo ruído branco, é semelhante à resposta em regime 
livre desse sistema (ver, por exemplo, Clough e Penzien, 1993). Assim, a partir dessa função de auto-
correlação pode-se estimar a frequência do sistema através dos instantes de passagem por zero, e o 
coeficiente de amortecimento através do decremento logarítmico. 
A técnica, cuja ideia geral foi apresentada no parágrafo anterior, e que adiante será descrita 
com maior detalhe, pode ser considerada como um aperfeiçoamento do método FDD, e é por isso 
designada por método aperfeiçoado de decomposição no domínio da frequência EFDD (enhanced 
frequency domain decomposition), designação esta que é adoptada no programa ARTeMIS (SVS, 
2002). Embora essa técnica já fosse referida em (Brincker et al., 2000), é apenas um ano mais tarde 
(Brincker et al., 2001) que ela é melhor explorada e apresentada de forma mais clara. 
A primeira fase do método EFDD é exactamente igual ao método FDD, ou seja: 
- avaliação das funções de densidade espectral da resposta; 
- decomposição em valores singulares da matriz de funções de densidade espectral; 
- análise dos espectros de valores singulares para selecção dos picos de ressonância 
correspondentes a modos de vibração; 
- avaliação das componentes modais segundo os graus de liberdade observados, através dos 
vectores singulares. 
Uma vez terminada a primeira fase do método EFDD, segue-se-lhe uma segunda fase, que 
consiste na identificação, nos espectros de valores singulares, das funções de densidade espectral dos 
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sistemas de um grau de liberdade correspondentes aos modos de vibração identificados. Essas funções 
são em seguida consideradas para ajustar as estimativas das frequências e das configurações modais e 
ainda para estimar os coeficientes de amortecimento. 
A identificação das funções de densidade espectral dos sistemas de um grau de liberdade pode 
ser feita duma forma praticamente manual, com base na experiência e sensibilidade de quem efectuar 
a análise, ou, o que se considera preferível, tendo em conta a relação entre o vector singular num pico 
de ressonância e os vectores singulares nas frequências vizinhas desse pico, relação essa que pode ser 
quantificada através do coeficiente MAC (no capítulo 5 apresenta-se a definição desse coeficiente). 
Assim, sempre que um vector singular tem um coeficiente MAC, relativamente ao vector singular no 
pico de ressonância, com um valor elevado, o respectivo valor singular é considerado como fazendo 
parte da função de densidade espectral do sistema de um grau de liberdade correspondente ao modo de 
vibração em análise. Nas frequências que fiquem de fora da zona em que o coeficiente MAC tem um 
valor superior a um determinado limite (por exemplo MAC > 0,8) considera-se um valor de zero para 
a função de densidade espectral do sistema de um grau de liberdade. Assim, quanto menor for o valor 
limite considerado para o coeficiente MAC, maior será o número de valores singulares que fazem 
parte da função de densidade espectral do sistema de um grau de liberdade; no entanto, dessa forma 
está-se também a admitir um maior desvio relativamente ao vector singular de referência. É portanto 
necessário analisar, caso a caso, qual o valor limite do coeficiente MAC que deve ser considerado, de 
modo a seleccionar de facto a função de densidade espectral que é claramente dominada pelo vector 
modal que se verifica na ressonância. 
No caso de sistemas com modos com frequências próximas, as funções de densidade espectral 
dos sistemas de um grau de liberdade envolvem contribuições de diversos espectros de valores 
singulares. Se os sistemas tiverem modos com frequências bem separadas, a selecção dessas funções 
de densidade espectral envolverá, em geral, apenas o espectro do 1º valor singular. 
Para além da selecção dos valores singulares, para definir as funções de densidade espectral 
dos sistemas de um grau de liberdade correspondentes aos modos de vibração dum sistema, os 
respectivos vectores singulares são também considerados para avaliar uma estimativa média 
ponderada das componentes modais segundo os graus de liberdade observados. Para tal, os diversos 
vectores singulares são ponderados com os respectivos valores singulares e é calculado o seu valor 
médio. Portanto, quanto mais elevado for o valor singular, ou seja, quanto mais próximo estiver da 
ressonância, maior é o peso do respectivo vector singular nas componentes modais estimadas. 
Transformando as funções de densidade espectral dos sistemas de um grau de liberdade para o 
domínio do tempo, através da inversa da transformada discreta de Fourier (com o algoritmo da IFFT), 
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obtêm-se as correspondentes funções de auto-correlação, a partir das quais avaliam-se estimativas 
ajustadas para as frequências e estimam-se os coeficientes de amortecimento. 
Para avaliar os coeficientes de amortecimento, são inicialmente identificados os máximos 
positivos e negativos das funções de auto-correlação. O decremento logarítmico δ é então dado por: 
 ( ) ( )0 02 2kk




= ⇔ = − +  
 
 (4.34) 
em que: r0 é o valor inicial da função de auto-correlação; 
rk é o k-ésimo máximo (positivo ou negativo) da função de auto-correlação. 
Considerando a expressão (4.34), o decremento logarítmico δ e o valor inicial da função de 
auto-correlação r0 podem ser avaliados através de regressão linear em δ k/2 e ln(|rk|). O coeficiente de 








A avaliação da frequência, a partir da função de auto-correlação, é efectuada duma forma 
semelhante à determinação do coeficiente de amortecimento. A frequência é estimada através de 
regressão linear nos instantes de passagem por zero e nos instantes correspondentes aos valores 
máximos (positivos ou negativos), e tendo em conta a relação entre a frequência natural amortecida fd 








Dado o carácter discreto das funções de auto-correlação, para determinar de forma mais 
precisa os seus valores máximos (positivos ou negativos), os correspondentes instantes de ocorrência e 
os instantes de passagem por zero, pode ser conveniente utilizar funções de interpolação entre os 
valores discretos. Brincker et al. (1992, 2001) propõem a utilização de uma interpolação quadrática 
para a avaliação dos valores máximos e dos seus instantes de ocorrência e de uma interpolação linear 
para determinar os instantes de passagem por zero. 
Exemplo: Partindo dos resultados do método FDD (anteriormente apresentados), seleccionam-se para cada um 
dos 4 modos de vibração identificados, as zonas dos espectros de valores singulares correspondentes aos 
respectivos sistemas de um grau de liberdade. Como os modos longitudinais do modelo ensaiado acabam por ter 
frequências bem separadas, esta análise envolveu apenas o espectro do 1º valor singular. 
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A selecção das zonas do espectro do 1º valor singular foi efectuada de forma coerente com as zonas escolhidas 
nas funções de densidade espectral consideradas no método BFD para avaliação dos coeficientes de 
amortecimento através do ajuste dum espectro analítico (ver figura 4.8). Em seguida, para cada uma dessas 
zonas, avaliaram-se os coeficientes MAC entre os 1os vectores singulares em cada frequência discreta e na 
respectiva frequência de ressonância (com o 1º valor singular maior). Verificou-se assim que nas zonas 
escolhidas a resposta do sistema é de facto dominada por um único modo de vibração em face dos valores 
elevados do coeficiente MAC (valores superiores a 0,85). 
Na figura 4.12 apresentam-se os resultados da análise descrita nos dois parágrafos anteriores. Na parte de cima 
da figura apresenta-se o espectro do 1º valor singular com as zonas escolhidas, correspondentes a cada modo de 
vibração, salientadas a traço vermelho. Na parte de baixo da figura representam-se, para cada uma dessas zonas, 
os coeficientes MAC entre os 1os vectores singulares em cada frequência e na respectiva frequência de 
ressonância (obviamente, conforme indicado na figura, na frequência de ressonância, esse coeficiente MAC é 
igual a 1). 
 
Figura 4.12 – Funções de densidade espectral de cada modo de vibração e coeficientes MAC. 
Cada uma das funções (assinaladas a traço vermelho na figura 4.12) foi transformada para o domínio do tempo 
através do algoritmo da IFFT. Obtiveram-se assim as funções de auto-correlação que são representadas nas 
figuras 4.13 a 4.16 para cada um dos modos longitudinais do modelo ensaiado. O coeficiente de amortecimento e 
a frequência de cada um dos modos de vibração foram estimados de acordo com o processo acima descrito. Para 
tal, ajustou-se uma spline aos valores discretos das funções de auto-correlação, obtidos por aplicação directa da 
IFFT, de modo a determinar os instantes de ocorrência dos máximos (positivos e negativos) e os instantes de 
passagem por zero, com uma discretização no tempo 100 × mais fina. Os resultados da aplicação deste método, 
são apresentados nas figuras 4.13 a 4.16. Nessas figuras, e também no quadro 4.5, indicam-se os valores obtidos 
para as frequências e coeficientes de amortecimento. 
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Analisando os valores indicados nas figuras 4.13 a 4.16 e no quadro 4.5, pode-se verificar que as frequências 
avaliadas com o método EFDD são ligeiramente diferentes das obtidas com os métodos BFD e FDD, com 
diferenças que não são superiores à resolução finita em frequência das estimativas das funções de densidade 
espectral (∆f = 0,031 Hz). Relativamente aos coeficientes de amortecimento, verifica-se que os valores obtidos 
com o método EFDD são bastante próximos dos avaliados por ajuste dum espectro analítico (ver quadro 4.3). 
 
Figura 4.13 – Método EFDD: avaliação da frequência e do coeficiente de amortecimento do 1º modo. 
 
Figura 4.14 – Método EFDD: avaliação da frequência e do coeficiente de amortecimento do 2º modo. 
Métodos de Identificação Modal Estocástica 
148 
 
Figura 4.15 – Método EFDD: avaliação da frequência e do coeficiente de amortecimento do 3º modo. 
 
Figura 4.16 – Método EFDD: avaliação da frequência e do coeficiente de amortecimento do 4º modo. 
As componentes modais foram avaliadas de acordo com o processo descrito, ou seja, através duma média dos 1os 
vectores singulares, das zonas seleccionadas como correspondentes a cada modo, ponderada com os respectivos 
valores singulares. As componentes modais (amplitude com o sinal da parte real) assim obtidas, são apresentadas 
no quadro 4.6. Como se pode verificar, as componentes modais estimadas com o método EFDD são muito 
próximas das avaliadas com os métodos BFD e FDD, havendo apenas ligeiras diferenças em alguns valores. 
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Quadro 4.5 – Frequências e coeficientes de amortecimento avaliados com o método EFDD. 
modo i frequência f i (Hz) coeficiente de amortecimento ξ i (%) 
1 2,98 0,80 
2 8,04 0,63 
3 11,66 0,73 
4 18,18 0,40 
 
Quadro 4.6 – Componentes modais avaliadas com o método EFDD. 
piso i 1º modo (2,98 Hz) Φi1 2º modo (8,04 Hz) Φi2 3º modo (11,66 Hz) Φi3 4º modo (18,18 Hz) Φi4 
1 +0,184 +0,659 -0,410 +1,000 
2 +0,380 +1,000 -0,372 -0,748 
3 +0,812 +0,234 +1,000 +0,145 
4 +1,000 -0,708 -0,588 -0,029 
 
Nas figuras 4.17 e 4.18 apresentam-se duas formas de representação gráfica das componentes modais 
identificadas com o método EFDD (já utilizadas anteriormente para representar as componentes modais 
identificadas com os métodos BFD e FDD). 
 1º modo – f = 2,98 Hz 2º modo – f = 8,04 Hz 3º modo – f = 11,66 Hz 4º modo – f = 18,18 Hz 
     
Figura 4.17 – Representação gráfica das componentes modais identificadas com o método EFDD. 
 1º modo – f = 2,98 Hz 2º modo – f = 8,04 Hz 3º modo – f = 11,66 Hz 4º modo – f = 18,18 Hz 
     
Figura 4.18 – Deformadas para representação das configurações modais identificadas com o método EFDD. 
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Alguns comentários aos métodos FDD e EFDD: 
A informação de base utilizada no método FDD é a mesma que é considerada no método 
BFD, ou seja, as estimativas das funções de densidade espectral da resposta, calculadas por intermédio 
do algoritmo da FFT. No entanto, no método FDD introduz-se uma operação de decomposição 
aproximada da resposta dos sistemas, nas contribuições de sistemas independentes de um grau de 
liberdade, cada um correspondente a um modo de vibração. Assim, as técnicas de análise de sinal 
utilizadas no método BFD para avaliação das relações entre os sinais de resposta no domínio da 
frequência são substituídas, no método FDD, por uma decomposição da resposta nas contribuições 
modais mais importantes em cada frequência, através da aplicação do algoritmo de decomposição em 
valores singulares (SVD). 
No método FDD identificam-se portanto modos de vibração, ao passo que, conforme se 
salientou anteriormente, com o método BFD, identificam-se de facto modos operacionais de 
deformação. A identificação das características de modos de vibração com frequências próximas é 
assim melhor efectuada com o método FDD do que com o método BFD, com o qual pode ser difícil 
conseguir bons resultados nesses casos. Mesmo a situação de modos múltiplos (com a mesma 
frequência) pode ser resolvida adequadamente com o método FDD. 
O método EFDD é na sua base idêntico ao método FDD, no entanto introduz-lhe ainda alguns 
aperfeiçoamentos. No método EFDD, não se seleccionam apenas os picos dos espectros de valores 
singulares, mas sim zonas desses espectros cujos respectivos vectores singulares têm entre si uma 
correlação elevada, ou seja, correspondem à resposta do sistema num modo de vibração. Aplicando o 
algoritmo da IFFT a essas funções de densidade espectral, extraídas dos espectros de valores 
singulares, obtêm-se funções de auto-correlação a partir das quais estimam-se os coeficientes de 
amortecimento e as frequências. As componentes modais nos pontos instrumentados são também 
obtidas, tendo em conta a informação em toda a zona seleccionada para cada modo, através duma 
média dos vectores singulares, ponderada com os respectivos valores singulares. 
4.3 Métodos no domínio do tempo 
Em 4.2 descreveram-se e aplicaram-se a um exemplo simples três métodos de identificação 
modal estocástica no domínio da frequência, também designados por métodos não paramétricos, visto 
que se baseiam em técnicas de processamento de sinal que utilizam o algoritmo da FFT, não tendo por 
base um tipo pré-definido de modelo para representar o sistema cuja resposta se está a analisar. Num 
desses métodos (EFDD) utilizou-se já uma transformação para o domínio do tempo para estimar a 
frequência e o coeficiente de amortecimento, no entanto, o método é fundamentalmente um método no 
domínio da frequência. 
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A identificação modal estocástica também pode ser efectuada através de métodos no domínio 
do tempo, também designados por métodos paramétricos. De facto, nesses métodos são determinados 
os parâmetros de modelos que se consideram adequados para representar o comportamento dinâmico 
de sistemas estruturais, nomeadamente, modelos sob a forma da representação de estado de sistemas 
estocásticos discretos no tempo, modelos ARMAV ou modelos ARV. Os parâmetros desses modelos 
são avaliados através de diferentes técnicas de ajuste, ou às funções de correlação da resposta dos 
sistemas estruturais ou mesmo directamente às próprias séries temporais de resposta. A identificação 
modal dos sistemas é então efectuada através da avaliação das características dinâmicas dos modelos 
ajustados. 
Uma primeira diferenciação, que pode ser estabelecida nos métodos no domínio do tempo, 
relaciona-se com a informação de base que é considerada: funções de correlação ou séries temporais 
de resposta. Outras diferenciações resultam das diferentes formas de efectuar o ajuste dos modelos. 
Conforme se referiu anteriormente, os métodos em que se utilizam directamente as séries 
temporais de resposta, podem ser designados por métodos de uma fase; enquanto que os métodos que 
se baseiam na análise das funções de correlação, podem ser designados por métodos de duas fases, 
uma vez que envolvem uma primeira fase de avaliação das funções de correlação e uma segunda fase 
de análise dessas funções para o ajuste de modelos com vista à identificação das características 
dinâmicas dos sistemas. 
Na parte restante deste capítulo, apresentam-se e aplicam-se diversos métodos de identificação 
modal estocástica no domínio do tempo. Antes porém, importa esclarecer alguns aspectos relacionados 
com a forma de organizar as séries temporais de resposta, para a sua utilização nos métodos de 
identificação modal estocástica no domínio do tempo, e também com as técnicas de estimativa das 
funções de correlação da resposta. 
4.3.1 Organização das séries de resposta no tempo 
Nalguns métodos de identificação modal estocástica no domínio do tempo é conveniente 
organizar os registos de resposta, medidos experimentalmente, sob a forma de uma matriz de Hankel4 
por blocos, designação esta que advém da maneira como os registos são dispostos nessa matriz. 
A grande aplicação das matrizes de Hankel por blocos é nos métodos de identificação em 
subespaços (Van Overschee e De Moor, 1996), onde essas matrizes desempenham um papel 
importante, quer na situação de identificação determinística (com conhecimento da entrada e da 
                                                     
4 Uma matriz de Hankel é uma matriz simétrica em que os elementos de cada anti-diagonal são iguais. 
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resposta), quer no caso da identificação estocástica (só com conhecimento da resposta). O motivo que 
levou a que neste trabalho se apresentem já essas matrizes (e não mais adiante quando se abordarem os 
métodos de identificação estocástica em subespaços) tem a ver com a possibilidade de as utilizar na 
estimativa das funções de correlação da resposta, conforme se apresentará em 4.3.2. 
Considerando então as séries yk (discretas no tempo) da resposta dum sistema, a respectiva 
matriz de Hankel com 2 i linhas de blocos e N colunas é definida nas expressões indicadas em seguida, 
(a diferença entre as duas expressões está apenas na forma como a matriz é subdividida): 
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em que: i é um índice a definir na análise, que deve ser pelo menos maior do que a máxima ordem do 
sistema que se pretende identificar (ou seja, pelo menos maior do que a ordem da matriz de 
estado desse sistema); note-se que uma vez que cada bloco tem ne linhas, a matriz de 
Hankel, definida em (4.37) e (4.38), tem um total de 2 ne i linhas; 
N é o número de colunas da matriz, que normalmente é considerado igual a s – 2 i + 1 de 
modo a aproveitar todos os valores s das séries de resposta; no caso da identificação 
estocástica, para a justificação, sob um ponto de vista estatístico, dos métodos utilizados, 
assume-se que N,s → ∞ (Van Overschee e De Moor, 1996). 
Em (4.37) e (4.38) é incluído um factor de escala de 1 N  o que, conforme se indicará mais 
adiante, possibilita que as funções de correlação sejam estimadas a partir da matriz de Hankel. 
Em (4.37) e (4.38), os índices de Y0|2i-1, Y0|i-1, Yi|2i-1, Y0|i e Yi+1|2i-1 representam o índice do 
primeiro e do último bloco da primeira coluna da matriz de Hankel por blocos. Nas matrizes Yp e Yf o 
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índice p representa passado e o índice f representa futuro. As matrizes Yp e Yf são definidas dividindo 
a matriz Y0|2i-1 em duas partes iguais com i linhas de blocos cada uma; enquanto que as matrizes Yp+ e 
Yf- são obtidas de Y0|2i-1, mudando a separação entre Yp e Yf uma linha para baixo. 
Uma outra forma ligeiramente diferente de organizar as séries de resposta é proposta por 
Peeters (2000), com o objectivo de tratar de forma mais eficaz, a informação obtida num número 
considerável de pontos e em vários ensaios (que é a situação usual sempre que se pretende obter uma 
boa descrição espacial dos modos de vibração dum sistema estrutural). Nesse caso, conforme se 
referiu relativamente aos métodos no domínio da frequência, se os graus de liberdade de referência 
(comuns a todos os ensaios) forem escolhidos criteriosamente de modo a evitar nodos dos modos de 
vibração, as respectivas séries de resposta têm toda a informação relativa às frequências e 
amortecimentos do sistema. Assim, Peeters (2000) propõe que a análise seja efectuada separando as 
séries de resposta nos graus de liberdade de referência das séries de resposta nos restantes graus de 
liberdade. As ne séries de resposta são portanto divididas num subconjunto de r séries, relativas aos 
graus de liberdade de referência, e de ne - r séries referentes aos restantes graus de liberdade, 
organizadas na matriz yk de modo a que as séries relativas aos graus de liberdade de referência estejam 












em que: refky  são as séries de resposta segundo os graus de liberdade de referência, que podem ser 
determinadas através de refk k=y L y , sendo L uma matriz que, de yk, selecciona os graus de 
liberdade de referência, [ ]r=L I 0 ; 
mov
ky  são as séries de resposta segundo os restantes graus de liberdade. 
Neste caso, a matriz de Hankel é organizada de modo a que as primeiras i linhas de blocos têm 
apenas as séries relativas aos graus de liberdade de referência, enquanto que as segundas i linhas de 
blocos têm as séries relativas a todos os graus de liberdade, ou seja: 
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A matriz de Hankel na forma indicada na expressão (4.40) também pode ser escrita numa 
forma equivalente à expressão (4.38), ou seja, fazendo avançar uma linha, a separação entre as 
matrizes refpY  e Yf: 
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neste caso, uma vez que o número de graus de liberdade de referência r é menor do que o 
número total de graus de liberdade observados ne, para que a matriz de Hankel mantenha o 
número total de linhas, é necessário manter ne – r linhas da matriz Yf  que são representadas 
em (4.41) por movi| iY . 
4.3.2 Estimativa das funções de correlação da resposta 
Para a utilização em métodos de identificação de duas fases, as funções de correlação da 
resposta dos sistemas podem ser avaliadas de diferentes maneiras. Nessa avaliação os erros de viés e 
de variância devem ser tão pequenos quanto possível. 
Descrevem-se em seguida três técnicas não paramétricas de avaliação das funções de 
correlação: o método directo; a técnica baseada na utilização da transformada rápida de Fourier (FFT); 
e o método do decremento aleatório (RD). 
4.3.2.1 Método directo 
O método directo de avaliação das funções de correlação foi muito utilizado até ao 
aparecimento do algoritmo da transformada rápida de Fourier (Cooley e Tukey, 1965) que permitiu 
efectuar essa avaliação de forma mais rápida. O método directo é simples e fácil de implementar, 
tendo no entanto a desvantagem de ser pouco rápido. 
As funções de correlação da resposta, discreta no tempo, dum sistema estrutural, são definidas 
através da relação seguinte (Bendat e Piersol, 2001): 
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 Ti k i kE + =  R y y  (4.42) 
Esta definição foi já apresentada no capítulo 2, tendo-se então utilizado a designação de 
funções de covariância da resposta. No entanto, como para processos estocásticos com média nula, as 
funções de covariância coincidem com as funções de correlação (Carvalhal et al., 1989; Asmussen, 
1997), utiliza-se agora esta última designação. 
Assumindo a hipótese de ergodicidade5 do processo estocástico da resposta dum sistema, o 











= ∑R y y  (4.43) 
Como as séries de resposta medidas experimentalmente têm sempre um número finito de 












= ∑R y y  (4.44) 
As estimativas das funções de correlação avaliadas de acordo com (4.44) são enviesadas. Para 














− ∑R y y  (4.45) 
Salienta-se que em (4.43), (4.44) e (4.45), N tem o significado indicado em 4.3.1, sendo 
portanto, menor do que o número total de pontos nas séries de resposta. Por outro lado, i, o valor do 
atraso na função de correlação deve ser menor ou igual à máxima ordem do sistema a identificar. 
As estimativas das funções de correlação indicadas em (4.44) e (4.45) estão relacionadas entre 





=R R  (4.46) 
                                                     
5 Um processo estocástico ergódico é um processo estacionário em que o valor expectável do processo num 
instante t (ou seja a média num número infinito de realizações) é igual ao valor médio temporal numa realização 
suficientemente longa do processo. 
Métodos de Identificação Modal Estocástica 
156 
As estimativas não enviesadas (4.45) das funções de correlação podem portanto ser obtidas 
das estimativas enviesadas (4.44), dividindo estas por uma janela triangular. 
As funções de correlação da resposta podem ser organizadas numa matriz de Toeplitz6 por 
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note-se que esta relação é válida desde que nas matrizes de Hankel, as séries de resposta 
estejam escaladas pelo factor 1 N . 
Na metodologia adoptada por Peeters (2000), as matrizes reduzidas, com as funções de 
correlação avaliadas entre os registos obtidos nos vários graus de liberdade observados e nos graus de 
liberdade de referência, correspondem às primeiras r colunas das matrizes de correlação completas: 
 ( )Tref ref Ti k i k iE + = =  R y y R L  (4.48) 
Dum modo semelhante, pode-se definir também uma forma reduzida da matriz de correlação 
entre o próximo estado e a resposta (já referida no capítulo 2), através de: 
 ( )1
Tref ref T
i k kE + = =  
G x y G L  (4.49) 
Verificando-se, para i = 1, 2, ... que: 
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relações estas que são equivalentes às expressões de factorização das matrizes de correlação 
completas, já apresentadas no capítulo 2. 
Na metodologia adoptada por Peeters (2000), as funções de correlação relativas aos graus de 
liberdade de referência são também organizadas numa matriz de Toeplitz: 
                                                     
6 Uma matriz de Toeplitz é uma matriz simétrica em que os elementos de cada diagonal são iguais. 
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Exemplo: Considerando os registos de acelerações obtidos no ensaio de medição de vibrações ambiente 
efectuado no modelo de um edifício de 4 pisos, avaliaram-se as estimativas das funções de correlação da 
resposta, aplicando o método directo, através da expressão (4.45). Para tal, procedeu-se a um processamento 
semelhante ao adoptado para a avaliação das funções de densidade espectral da resposta (ver 4.2.1), dividindo as 
séries completas em amostras com 2048 valores, calculando as funções de correlação com essas amostras e 
determinando o seu valor médio de modo a reduzir o erro de variância. Na figura 4.19 representa-se uma parte, 
com 4 seg. de duração e apenas para intervalos de tempo positivos, das funções de correlação assim obtidas. 
 
Figura 4.19 – Funções de correlação estimadas através do método directo. 
4.3.2.2 Método baseado na utilização da FFT 
O método de avaliação das funções de correlação com base na utilização do algoritmo da 
transformada rápida de Fourier (FFT) consiste num processo análogo ao apresentado anteriormente 
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para avaliação das funções de densidade espectral da resposta, havendo no entanto alguns 
procedimentos que devem ser seguidos para evitar erros de viés nas funções de correlação. 
De facto, considerando as relações de Wiener-Kinchine, as funções de correlação podem ser 
estimadas a partir das funções de densidade espectral, avaliadas através do processo descrito em 4.2.1, 
aplicando a inversa da transformada discreta de Fourier (através do algoritmo da IFFT). No entanto, as 
estimativas assim obtidas para as funções de correlação são enviesadas. Esse erro de viés deve-se à 
hipótese, admitida ao aplicar-se a transformada discreta de Fourier, de periodicidade das amostras 
analisadas das séries de resposta; como essa hipótese de periodicidade, em geral, não se verifica, é 
introduzido um erro de viés nas estimativas das funções de correlação devido a um fenómeno de 
circularidade (Randall, 1987; Carvalhal et al., 1989; Brincker et al., 1992). No entanto, esse erro de 
viés pode ser evitado procedendo de acordo com a metodologia descrita em seguida. 
O método de avaliar estimativas não enviesadas das funções de correlação, utilizando o 
algoritmo da FFT, é ilustrado na figura 4.20 (Brincker et al., 1992). 
Séries de resposta Funções de correlação (sem erro de viés)
Divisão por
uma janela
   janela triangular triangular
Amostras
c/ N  valores
Funções de correlação (c/ erro de viés)









Figura 4.20 – Avaliação de estimativas não enviesadas das funções de correlação utilizando o algoritmo da FFT. 
O método ilustrado na figura 4.20 consiste então em: 
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- subdividir as séries de resposta em amostras mais pequenas com N valores cada uma; 
- adicionar a cada amostra uma série com N zeros; 
- aplicar o algoritmo da FFT para avaliar a transformada discreta de Fourier das amostras, e 
assim estimar as funções de densidade espectral; 
- avaliar a média das funções de densidade espectral calculadas com cada amostra, obtendo-se 
assim estimativas alisadas das funções de densidade espectral; 
- aplicar o algoritmo da IFFT às funções de densidade espectral alisadas, para determinar as 
funções de correlação (que assim, estão afectadas por um erro de viés); 
- dividir as funções de correlação por uma janela triangular, obtendo-se assim estimativas 
dessas funções de correlação sem erro de viés. 
Exemplo: Considerando os registos de acelerações obtidos no ensaio de medição de vibrações ambiente 
efectuado no modelo de um edifício de 4 pisos, avaliaram-se as estimativas das funções de correlação da 
resposta, aplicando o método baseado na utilização da FFT, acima descrito. Na figura 4.21 representa-se uma 
parte, com 4 seg. de duração e apenas para intervalos de tempo positivos, das funções de correlação assim 
obtidas. Note-se que as funções de correlação determinadas com o método baseado na utilização da FFT são 
muito próximas das funções correlação avaliadas com o método directo. 
 
Figura 4.21 – Funções de correlação estimadas através do método baseado na utilização da FFT. 
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4.3.2.3 Método do decremento aleatório 
Considerações gerais sobre o método do decremento aleatório: 
O método do decremento aleatório RD (random decrement) é uma técnica simples e rápida 
que pode ser utilizada para estimar as funções de correlação, através do cálculo de médias de amostras 
seleccionadas dos registos de resposta às acções ambiente, sendo a escolha dessas amostras efectuada 
com base na verificação duma mesma condição inicial, conforme se pormenorizará mais adiante. 
O método RD foi proposto por Cole (1968) no âmbito de trabalhos efectuados na NASA, 
relacionados com a caracterização dinâmica e detecção de danos em estruturas aeroespaciais em 
condições normais de operação. Posteriormente, outros autores têm-se dedicado ao estudo e à 
aplicação desse método, por exemplo Ibrahim (1977, 1979, 2001), Vandiver et al. (1982), Yang et al. 
(1990), Brincker et al. (1991, 1992) e, em particular, Asmussen (1997) no que se refere à sua 
aplicação em estruturas de engenharia civil. A apresentação que se faz em seguida sobre o método RD 
baseia-se fundamentalmente nesse trabalho de Asmussen (1997). 
Com o método RD, Cole (1968) pretendeu desenvolver um método simples e directo de 
traduzir as séries de resposta dum sistema, numa forma mais sintética e que exprimisse melhor as suas 
características. As funções directamente obtidas com o método RD podem ser designadas por funções 
de decremento aleatório ou funções RD e representadas pela letra D. 
As funções RD foram inicialmente interpretadas como respostas dos sistemas estruturais em 
regime livre, o que decorre da justificação apresentada por Cole (1968) para fundamentar o método: 
A resposta de um sistema estrutural a acções de tipo aleatório num determinado instante 
t + t0 pode ser considerada como sendo composta por três parcelas: 1) a resposta devida aos 
deslocamentos iniciais; 2) a resposta devida às velocidades iniciais; 3) a resposta às acções 
aleatórias desde o instante t0 até ao instante t + t0. Se dos registos da resposta total forem 
extraídas amostras sempre com o mesmo deslocamento inicial e se for feita uma média dessas 
amostras, à medida que o número dessas amostras aumenta, a parcela 3) da resposta vai-se 
anulando e tendendo a desaparecer; a parcela 2) também tenderá a anular-se uma vez que a 
velocidade inicial variará aleatoriamente nas diversas amostras; restará assim a parcela 1) ou 
seja, a resposta em regime livre devida aos deslocamentos iniciais. 
Na forma que deriva directamente desta fundamentação do método RD, a condição inicial 
utilizada para definir as amostras que são extraídas das séries de resposta, é designada por condição 
inicial de passagem por um nível. É possível utilizar outras condições iniciais para a selecção das 
 Métodos de Identificação Modal Estocástica 
 161 
amostras, às quais correspondem efeitos diferentes do processo de média das amostras, nas duas 
primeiras parcelas, acima indicadas, da resposta dum sistema a acções de tipo aleatório. Note-se que 
esse processo tem sempre um efeito de anular a parcela 3), independentemente das condições iniciais 
consideradas. Adiante serão explicitadas outras condições iniciais que normalmente são utilizadas. 
Na figura 4.22 ilustra-se o conceito de base do método RD, concretizando-se para uma série 
de exemplo, o processo de avaliação das funções RD. No gráfico superior dessa figura, estão indicados 
os pontos correspondentes à condição inicial de passagem por um nível. Nos gráficos inferiores, 
mostram-se as amostras extraídas das séries de resposta e a sua média cumulativa, ou seja a função RD 
sucessivamente obtida. No exemplo apresentado nessa figura, as amostras extraídas das séries de 
resposta, têm uma duração de 0,5 segundos; note-se que o método RD pode ser aplicado considerando 
uma duração qualquer para as amostras extraídas e portanto para a função RD que é calculada. Na 
forma que é exemplificada na figura 4.22, as amostras são extraídas apenas para intervalos de tempo 
positivos em relação aos pontos iniciais, no entanto, no método RD podem também ser considerados 
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Figura 4.22 – Exemplificação do método de avaliação das funções RD. 
Embora a justificação do método RD acima exposta, tenha sido apresentada em termos da 
resposta em deslocamento dos sistemas estruturais, é equivalente aplicar o processo de avaliação das 
funções RD à resposta em aceleração, que, conforme se referiu no capítulo 3, é a grandeza que é 
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usualmente medida na observação in situ da resposta dinâmica de estruturas. Nesse caso, as condições 
iniciais para extracção das amostras são definidas em termos de aceleração e/ou da sua primeira 
derivada em ordem ao tempo. 
Os trabalhos inicialmente desenvolvidos por Cole (1968) com o método do decremento 
aleatório referiam-se apenas à análise de um único registo de resposta. Posteriormente, Ibrahim (1977) 
introduziu os conceitos de auto funções RD e de funções RD cruzadas para a análise de situações em 
que a resposta observada é constituída pelos registos obtidos em diversos pontos dum sistema 
estrutural, possibilitando assim a utilização das funções RD não só para a avaliação das frequências 
naturais de vibração e dos coeficientes de amortecimento, como também das componentes modais nos 
pontos instrumentados. 
A relação entre funções RD e funções de correlação foi estabelecida por Vandiver et al. (1982) 
que provou que, para processos estocásticos estacionários gaussianos de média nula, as auto funções 
RD (um único registo de resposta) são proporcionais às funções de auto-correlação, no caso de se 
utilizar a condição inicial de passagem por um nível. Posteriormente, Brincker et al. (1992) 
introduziram a definição duma condição inicial generalizada e verificaram a relação das funções RD 
com as funções de correlação e com as suas primeiras derivadas em ordem ao tempo. 
Definição das funções de decremento aleatório: 
Considerando dois processos estocásticos estacionários x(t) e y(t), as respectivas auto funções 
RD são definidas como o valor expectável sob a condição T, indicado nas expressões seguintes: 
 ( ) ( ) ( ) ( )xx x( t ) yy y( t )E t | E t |τ τ τ τ   = + = +   D x T D y T  (4.52) 
As respectivas funções RD cruzadas são por sua vez dadas por: 
 ( ) ( ) ( ) ( )xy y( t ) yx x( t )E t | E t |τ τ τ τ   = + = +   D x T D y T  (4.53) 
Na prática, assume-se também que os processos estocásticos x(t) e y(t) são ergódicos, situação 
em que, desde que o número de pontos iniciais N seja suficientemente grande, as funções RD de (4.52) 
e (4.53) podem ser estimadas através de: 





xx i x( t ) yy i y( t )
i i
ˆ ˆt | t |
N N
τ τ τ τ
= =
= + = +∑ ∑D x T D y T  (4.54) 
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i i
ˆ ˆt | t |
N N
τ τ τ τ
= =
= + = +∑ ∑D x T D y T  (4.55) 
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É importante salientar que as estimativas das funções RD, avaliadas através das expressões 
(4.54) e (4.55) são estimativas não enviesadas (Brincker et al., 1992; Asmussen, 1997), sendo essa 
uma das vantagens do método do decremento aleatório. 
Condição inicial generalizada: 
Conforme se apresentou anteriormente, as funções RD são calculadas através duma média de 
amostras dos registos de resposta, sob uma condição inicial T. É possível definir essa condição inicial 
sob uma forma generalizada T G que engloba as diferentes condições iniciais que são utilizadas na 
prática. Para um processo estocástico estacionário gaussiano de média nula, x(t), a condição inicial 
generalizada é expressa através de: 
 { }1 2 1 2Gx( t ) a ( t ) a ,b ( t ) b= ≤ < ≤ <T x x  (4.56) 
Considerando a condição inicial generalizada (4.56), é possível verificar (Asmussen, 1997) 
que as funções RD são iguais a uma soma ponderada das funções de correlação e das suas primeiras 
derivadas em ordem ao tempo, ou seja: 
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D  (4.58) 
em que: 2xσ  e 
2
xσ  são as variâncias do processo x(t) e da sua primeira derivada em ordem ao tempo; 
a  e b  são dois valores que dependem dos limites [a1  a2] e [b1  b2] considerados para 
definir as condições iniciais, e das funções de densidade de probabilidade ( )xp x  e ( )xp x  
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As relações (4.57) a (4.59) mostram que com base na definição dos limites considerados para 
estabelecer as condições iniciais, é possível controlar a contribuição das funções de correlação e das 
suas primeiras derivadas em ordem ao tempo, para as funções RD que são obtidas. Em situações 
limite, estas funções poderão ser apenas proporcionais às funções de correlação, ou apenas 
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proporcionais às primeiras derivadas em ordem ao tempo das funções de correlação. Conforme se 
indicará adiante, essas situações são determinadas pelo tipo de condições iniciais que forem 
consideradas. Note-se que as condições iniciais normalmente utilizadas podem ser definidas como 
uma particularização da condição inicial generalizada agora apresentada. 
Conforme já se salientou, um aspecto importante do método do decremento aleatório é o 
número de pontos iniciais N, o qual é também determinado pelos limites considerados para estabelecer 
as condições iniciais. 
Particularizam-se em seguida as quatro condições iniciais que normalmente são utilizadas no 
método do decremento aleatório: 
- condição inicial de passagem por um nível; 
- condição inicial de máximos locais; 
- condição inicial de pontos positivos; 
- condição inicial de passagem por zero com inclinação positiva. 
Condição inicial de passagem por um nível: 
Esta condição inicial foi já referida na apresentação geral do método do decremento aleatório, 
correspondendo a uma condição inicial que pode ser definida através de: 
 { }Lx( t ) ( t ) a= =T x  (4.60) 
A condição inicial de passagem por um nível, pode ser escrita como um caso particular da 
condição inicial generalizada, em que se considera [a1  a2] = [a  a+∆a] (∆a→0) e [b1  b2] = [-∞  +∞], 
ou seja: 
 { } 0Lx( t ) a ( t ) a a , ( t ) , a= ≤ < + − ∞ ≤ < +∞ →∆ ∆T x x  (4.61) 
Na figura 4.23, para uma série de exemplo, representam-se os pontos iniciais seleccionados 
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Figura 4.23 – Pontos iniciais definidos através da condição inicial de passagem por um nível. 
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No caso da condição inicial de passagem por um nível, as funções RD são proporcionais às 
funções de correlação (para processos estocásticos estacionários gaussianos de média nula), 
verificando-se as relações seguintes: 










D D  (4.62) 
No caso da condição inicial de passagem por um nível e assumindo que as amostras 
consideradas para estimar as funções RD são independentes entre si (o que na prática é uma condição 
que normalmente não é satisfeita, embora o possa ser por imposição no processo de cálculo das 
funções RD) a variância na estimativa das funções RD pode ser avaliada através de (Asmussen, 1997): 











           ≈ − ≈ −                 
RR
D D  (4.63) 
O valor expectável do número de pontos iniciais N(a), para a condição inicial de passagem por 
um nível, pode ser estimado através de (Asmussen, 1997): 












   = −  ∆  (4.64) 
em que: ∆t é o intervalo de tempo de amostragem das séries observadas; 
Nx é o número de pontos das séries observadas; 
Nτ é o número de pontos das funções RD. 
Uma das questões na aplicação da condição inicial de passagem por um nível é a definição do 
nível a considerado para seleccionar os pontos iniciais das amostras cuja média é calculada no método 
do decremento aleatório. Normalmente esse nível é definido como um múltiplo do desvio padrão da 
série que está a ser analisada, por exemplo a = 1 σx ou a = 2 σx. Pode-se demonstrar (Asmussen, 1997) 
que, em termos de minimização da variância das funções RD, o nível óptimo que deve ser considerado 
é 2 xa σ= . 
Condição inicial de máximos locais: 
Com esta condição, os pontos iniciais seleccionados correspondem a máximos locais dum 
processo, ou seja, a pontos em que são nulas as primeiras derivadas em ordem ao tempo desse 
processo. Esta condição inicial pode ser expressa através de: 
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 { }1 2 1 20 0Ex( t ) a ( t ) a , ( t ) , a a= ≤ < = ≤ <T x x  (4.65) 
A condição inicial de máximos locais pode também ser expressa como um caso particular da 
condição inicial generalizada, em que, em geral, se considera [a1  a2] = [a1  a2] e [b1  b2] = [0  0+∆b] 
(∆b→0), ou seja: 
 { }1 2 0 0 0Ex( t ) a ( t ) a , ( t ) b , b= ≤ < ≤ < + →∆ ∆T x x  (4.66) 
Na figura 4.24, para uma série de exemplo, representam-se os pontos iniciais seleccionados 
através da aplicação da condição inicial de máximos locais, considerando [a1  a2] = [0  +∞], que é a 
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Figura 4.24 – Pontos iniciais definidos através da condição inicial de máximos locais. 
No caso da condição inicial de máximos locais, as funções RD são também proporcionais às 
funções de correlação (para processos estocásticos estacionários gaussianos de média nula), 
verificando-se as relações seguintes: 










D D  (4.67) 
em que o valor de ã, para a opção mais usual de [a1  a2] = [0  +∞], é 2 xa π σ=  (Asmussen, 1997). 
No caso da condição inicial de máximos locais e assumindo também que as amostras 
consideradas para estimar as funções RD são independentes entre si, a variância na estimativa das 
funções RD pode ser avaliada através de (Asmussen, 1997): 











σ σ σ σ
        ≈ − − +             
R R R
D  (4.68) 
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      
   ≈ − − +                   
R R R
D  (4.69) 
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O valor expectável do número de pontos iniciais N(a1,a2), para a condição inicial de máximos 
locais e para processos estocásticos gaussianos de banda estreita, pode ser estimado através de 
(Asmussen, 1997): 












E N a ,a t N N e eσ στ
σ
π σ
   
− −      
   
 
   = − −   
 
∆  (4.71) 
Condição inicial de pontos positivos: 
Com esta condição, os pontos iniciais são seleccionados sempre que estejam entre dois limites 
a1 e a2 que deverão ter o mesmo sinal. É portanto uma condição inicial simples e versátil, podendo ser 
considerada como uma generalização da condição inicial de passagem por um nível (nesse caso os 
limites a1 e a2 são coincidentes). A condição inicial de pontos positivos pode ser expressa através de: 
 { }1 2 1 20Px( t ) a ( t ) a , a a= ≤ < ≤ <T x  (4.72) 
A condição inicial de pontos positivos, pode também ser expressa como um caso particular da 
condição inicial generalizada: 
 { }1 2 1 20Px( t ) a ( t ) a , ( t ) , a a= ≤ < − ∞ ≤ < +∞ ≤ <T x x  (4.73) 
Na figura 4.25, para uma série de exemplo, representam-se os pontos iniciais seleccionados 
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Figura 4.25 – Pontos iniciais definidos através da condição inicial de pontos positivos. 
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No caso da condição inicial de pontos positivos, as funções RD são também proporcionais às 
funções de correlação (para processos estocásticos estacionários gaussianos de média nula), 
verificando-se as relações seguintes: 










D D  (4.74) 
em que o valor de ã, para a opção de [a1  a2] = [0  +∞], é 2 xa π σ=  (Asmussen, 1997). 
Embora a escolha dos limites [a1  a2] = [0  +∞] seja a que maximiza o número de pontos 
iniciais, os limites [a1  a2] = [σx  +∞] podem ser uma opção melhor, uma vez que os pontos com 
valores muito baixos (neste caso, abaixo de σx) não são considerados como pontos iniciais, o que pode 
ser preferível porque são valores que, em termos relativos, estão mais afectados pelo nível de ruído. 
No caso da condição inicial de pontos positivos e assumindo também que as amostras 
consideradas para estimar as funções RD são independentes entre si, a variância na estimativa das 
funções RD pode ser avaliada através de (Asmussen, 1997): 
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D  (4.75) 
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O valor expectável do número de pontos iniciais N(a1,a2), para a condição inicial de pontos 
positivos, pode ser estimado através de (Asmussen, 1997): 





E N a ,a t N N p x dxτ  = −  ∫∆  (4.78) 
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Condição inicial de passagem por zero com inclinação positiva: 
Com esta condição, os pontos iniciais são seleccionados sempre que um processo passe por 
zero com declive positivo; tal pode ser expresso através de: 
 { }0 0Zx( t ) ( t ) , ( t )= = ≥T x x  (4.79) 
A condição inicial de passagem por zero com inclinação positiva, pode também ser expressa 
como um caso particular da condição inicial generalizada: 
 { }0 0 0 0Zx( t ) ( t ) a , ( t ) , a= ≤ < + ≤ < +∞ →∆ ∆T x x  (4.80) 
Na figura 4.26, para uma série de exemplo, representam-se os pontos iniciais seleccionados 
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Figura 4.26 – Pontos iniciais definidos através da condição inicial de passagem por zero com inclinação positiva. 
No caso da condição inicial de passagem por zero com inclinação positiva, as funções RD são 
proporcionais às primeiras derivadas em ordem ao tempo das funções de correlação (para processos 
estocásticos estacionários gaussianos de média nula), verificando-se as relações seguintes: 








= − = −
RR
D D  (4.81) 
em que o valor de b  é 2 xb π σ=  (Asmussen, 1997). 
No caso da condição inicial de passagem por zero com inclinação positiva e assumindo 
também que as amostras consideradas para estimar as funções RD são independentes entre si, a 
variância na estimativa das funções RD pode ser avaliada através de (Asmussen, 1997): 









σ π σ σ
      ≈ − −           
R R
D  (4.82) 
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    
   ≈ − −             
R R
D  (4.83) 
O valor expectável do número de pontos iniciais N(0), para a condição inicial de passagem por 
zero com inclinação positiva, pode ser estimado através de (Asmussen, 1997): 





E N t N Nτ
σ
π σ
  = −  ∆  (4.84) 
Comentários adicionais ao método do decremento aleatório: 
Na forma em que foram apresentadas as condições iniciais acima referidas, considerou-se 
sempre que a selecção dos pontos iniciais é efectuada nos valores positivos das séries analisadas. 
Todavia, essa selecção também pode ser realizada nos valores negativos das séries, e as 
correspondentes amostras devem ser igualmente consideradas (obviamente com sinal trocado) na 
avaliação das médias que são calculadas no método do decremento aleatório. Note-se que assim 
aumenta-se consideravelmente o número de amostras que entram para o cálculo das funções RD. Esta 
metodologia foi proposta por Houbolt (1975) para a condição inicial de passagem por zero com 
inclinação positiva e, posteriormente (Brincker et al., 1991), a sua utilização foi alargada para os 
outros tipos de condições iniciais. 
É também importante salientar que o facto das séries de resposta observadas serem discretas 
por amostragem, tem implicações nas estimativas das funções RD que na prática podem ser obtidas. 
Considerando, por exemplo, a condição inicial de passagem por um nível (4.60), se as realizações do 
processo x(t) fossem conhecidas de forma contínua, não haveria qualquer dificuldade em aplicar essa 
condição inicial e definir as amostras a considerar para o cálculo das funções RD. No entanto, essas 
realizações são observadas sob a forma de séries discretas por amostragem, sendo assim difícil que, 
em geral, se verifique que ( )ix t a= . 
Na figura 4.27 (Asmussen, 1997) ilustra-se o problema referido no parágrafo anterior, 
representando um sinal contínuo e os respectivos pontos em que o mesmo é discretizado. Nessa figura 
representa-se também o nível a correspondente a uma condição inicial de passagem por um nível. 
Como se pode verificar, há dois pontos em que o sinal cruza o nível a, no entanto, esses pontos não 
coincidem com nenhum dos pontos em que sinal é amostrado. Colocam-se então três hipóteses 
(Asmussen, 1997) para a escolha dos pontos iniciais: 
- considerar os pontos (e) que estão à esquerda daqueles em que o sinal passa pelo nível a; 
- considerar os pontos (d) que estão à direita daqueles em que o sinal passa pelo nível a; 
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- considerar ambos os pontos (e) e (d) e calcular a média das correspondentes amostras. 
Poder-se-á ainda considerar uma outra hipótese que corresponde a efectuar interpolações entre 
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Figura 4.27 – Efeito da amostragem duma série na definição dos pontos iniciais. 
Pode-se verificar (Asmussen; 1997) que, pelo facto das séries de resposta serem discretas no 
tempo, é introduzido um erro de viés nas estimativas das funções RD. Na 1ª hipótese acima referida, 
as estimativas das funções RD aparecem com um atraso (deslocadas para a direita); no caso da 2ª 
hipótese, essas estimativas surgem com um avanço no tempo (deslocadas para a esquerda); e, 
finalmente, no caso da 3ª hipótese, as estimativas das funções RD não têm alterações em termos do 
tempo mas surgem escaladas relativamente às verdadeiras funções RD. No que se refere à utilização 
das funções RD para efeitos de identificação modal, apenas no caso da 1ª hipótese (pontos (e)) é que 
podem surgir erros importantes na avaliação dos parâmetros modais; nas restantes hipóteses esses 
erros não são significativos (Asmussen; 1997). Note-se ainda que, como parece ser óbvio, a frequência 
de amostragem dos sinais influencia o referido erro de viés na estimativa das funções RD; quanto 
maior for a frequência de amostragem, menor é esse erro. 
O método do decremento aleatório foi até agora apresentado como uma metodologia para 
avaliar as funções RD com vista à sua posterior utilização em métodos de identificação modal que 
adiante serão apresentados. Também já se indicou, na introdução deste trabalho, que um dos interesses 
das técnicas de avaliação experimental das características dinâmicas de estruturas de engenharia civil é 
a sua integração em sistemas de monitorização estrutural e a sua utilização para a quantificação e 
detecção de danos. As funções RD, para além de serem utilizadas para efeitos de identificação modal, 
podem por si só ser consideradas como elementos de base para efeitos de detecção de danos em 
estruturas, visto que elas mesmas já reflectem as características dos sistemas estruturais. Alguns dos 
primeiros trabalhos em que foi aplicado o método RD (Cole, 1973; Yang e Caldwell, 1975, 1978; 
Yang et al., 1980; Yang et al., 1984) foram efectuados precisamente com esse objectivo. 
Refere-se ainda o método do decremento aleatório vectorial VRD (vector random decrement) 
proposto por Ibrahim et al. (1997) e utilizado também por Asmussen (1997) e Asmussen et al. (1997). 
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A diferença do método VRD relativamente ao método RD está na forma como são definidas as 
condições iniciais T. Enquanto que no método RD as condições iniciais são definidas considerando 
apenas uma das séries de resposta medidas, no método VRD as condições iniciais são definidas com 
mais do que uma dessas séries. As funções obtidas com o método VRD são assim uma combinação 
entre as auto funções RD e as funções RD cruzadas. Os argumentos apresentados para justificar o 
desenvolvimento do método VRD (Asmussen, 1997) relacionaram-se, sobretudo, com a maior 
incerteza (maior nível de ruído) na estimativa das funções RD cruzadas, relativamente às estimativas 
das auto funções RD. 
Exemplo: Para aplicar o método do decremento aleatório, foram desenvolvidas subrotinas de cálculo, quer em 
MatLab quer em LabView, com possibilidade de utilização de qualquer uma das condições iniciais acima 
descritas. Considerando então as acelerações registadas no modelo de um edifício de 4 pisos, avaliaram-se as 
estimativas das funções de correlação da resposta, aplicando o método do decremento aleatório com a condição 
inicial de passagem por um nível (com um valor igual ao nível óptimo acima indicado). Para essa avaliação, as 
séries de resposta foram filtradas digitalmente com um filtro passa-baixo de tipo Butterworth de ordem 8 com 
frequência de corte a 25 Hz. O método do decremento aleatório foi aplicado com as séries ainda na frequência de 
1000 Hz com que foram adquiridos e posteriormente procedeu-se à sua decimação para uma frequência de 
62,5 Hz. Na figura 4.28 representam-se as funções de correlação assim obtidas. 
 
Figura 4.28 – Funções de correlação estimadas através do método do decremento aleatório. 
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Aplicação dos métodos no domínio da frequência a partir das funções RD: 
A utilização do método do decremento aleatório tem sido normalmente associada à aplicação 
de métodos de identificação modal no domínio do tempo, que adiante serão apresentados, como por 
exemplo, o método de Ibrahim no domínio do tempo (Ibrahim e Mikulcik, 1977). É esse o motivo que 
levou a incluir o método RD na secção deste trabalho que é dedicada aos métodos no domínio do 
tempo. No entanto, conforme se salientou na introdução ao método do decremento aleatório, as 
funções RD representam as respostas em regime livre dos sistemas estruturais, podendo-se assim 
avaliar as suas funções de densidade espectral (utilizando o algoritmo da FFT) e aplicar qualquer um 
dos métodos de identificação modal no domínio da frequência anteriormente apresentados (BFD, FDD 
ou EFDD). Seguindo esta metodologia, pode-se tirar uma grande vantagem do processo de cálculo das 
funções RD, através de médias no domínio do tempo, em termos de redução do ruído nas séries de 
resposta. Podem-se assim obter auto-espectros e espectros cruzados com um nível de ruído muito mais 
baixo e que, consequentemente, traduzem de forma mais clara as características dinâmicas dos 
sistemas e permitem identificá-las mais facilmente e melhor. 
Explora-se em seguida a ideia delineada no parágrafo anterior, aplicando-a ao exemplo que 
tem vindo a ser utilizado neste capítulo para ilustrar os diversos métodos de identificação modal 
apresentados neste trabalho. Todos os métodos de identificação modal no domínio da frequência, que 
serão aplicados em seguida, foram já anteriormente descritos, pelo que na exposição que se segue, é 
apenas feita uma apresentação dos resultados obtidos, sobre os quais se fazem alguns comentários. 
Note-se que, embora Asmussen (1997) apresente um espectro médio calculado a partir das funções 
RD, a ideia de aplicar os métodos no domínio da frequência a partir das funções RD não foi ainda 
muito explorada (tanto quanto é do conhecimento do autor deste trabalho). 
Exemplo: Para aplicar os métodos no domínio da frequência a partir das funções RD, procedeu-se à avaliação 
dessas funções através do procedimento já utilizado anteriormente; houve no entanto que considerar amostras 
com uma duração suficiente para permitir que as funções RD decaiam praticamente até zero dentro do período 
de tempo dessas amostras. Consideraram-se assim amostras com uma duração de cerca de 33 segundos (2048 
valores amostrados a 62,5 Hz). 
Note-se que, considerando amostras com uma duração suficiente para que se verifique o decaimento completo 
das funções RD, consegue-se evitar os efeitos de escorregamento (leakage) ao avaliar as funções de densidade 
espectral dessas funções RD com o algoritmo da FFT. Nessa situação, não devem sequer ser utilizadas janelas de 
processamento de sinal antes de aplicar a FFT (quando muito poder-se-á utilizar uma janela de tipo exponencial). 
Na figura 4.29 representam-se as funções RD obtidas; saliente-se que são idênticas às funções de correlação 
apresentadas na figura 4.28, com a excepção da diferença na duração e de que as funções RD da figura 4.29 não 
estão escaladas com os factores de proporcionalidade entre as funções RD e as funções de correlação. 
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Figura 4.29 – Funções RD estimadas através do método do decremento aleatório. 
Considerando as funções RD apresentadas na figura 4.29, determinaram-se inicialmente as funções de densidade 
espectral correspondentes a cada uma das suas linhas (ou das suas colunas), utilizando o algoritmo da FFT, e em 
seguida determinou-se a média dessas funções de densidade espectral. Obtiveram-se assim os auto-espectros e 
espectros cruzados que são apresentados na figura 4.30. 
A partir das funções de densidade espectral apresentadas na figura 4.30 aplicaram-se os três métodos de 
identificação modal estocástica no domínio da frequência, anteriormente descritos (BFD, FDD e EFDD). 
Para o método BFD determinou-se o espectro normalizado médio que é apresentado na figura 4.31 (a partir dos 
auto-espectros, ou seja, dos elementos da diagonal principal da matriz de funções de densidade espectral da 
figura 4.30). Como se pode verificar por comparação do espectro normalizado médio da figura 4.4 (obtido pela 
via usual) com o da figura 4.31, este último é mais suavizado, os picos de ressonância são um pouco mais nítidos 
e, sobretudo, os vales entre picos são muito mais suavizados. De facto, o espectro da figura 4.31 assemelha-se 
muito a um espectro analítico, especialmente na gama de frequências dos dois primeiros modos da estrutura. Há 
portanto um efeito de eliminação do ruído em resultado do cálculo de médias no domínio do tempo que é 
efectuado no método RD (note-se que para ambos os espectros o processamento incidiu sobre as mesmas séries 
de resposta da estrutura). Na figura 4.31 indicam-se também os valores das frequências dos picos de ressonância 
mais evidentes; essas frequências coincidem com as identificadas no espectro da figura 4.4, com excepção do 
valor relativo ao 4º modo de vibração que é de 18,13 Hz em vez de 18,16 Hz (note-se que ∆f = 0,031 Hz). 
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Figura 4.30 – Funções de densidade espectral médias das funções RD. 
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Figura 4.31 – Espectro normalizado médio das funções RD. 
No quadro 4.7 indicam-se as frequências e as componentes modais (amplitude com o sinal da parte real) 
identificadas através da aplicação do método BFD às funções de densidade espectral calculadas a partir das 
funções RD. Designa-se assim este método por RD-BFD uma vez que se trata duma combinação dos métodos 
RD e BFD. Os valores dos coeficientes de amortecimento indicados no quadro 4.7 foram obtidos através da 
técnica, anteriormente apresentada, de ajuste dum espectro analítico aos picos de ressonância dos auto-espectros. 
As zonas dos picos de ressonância seleccionadas para efectuar o ajuste, coincidiram com as consideradas para 
obter os resultados apresentados anteriormente para o método BFD (ver figura 4.8 e quadro 4.3). 
Os valores indicados no quadro 4.7 são bastante próximos dos identificados com o método BFD (ver quadro 
4.2), havendo apenas uma pequena diferença na frequência do 4º modo de vibração (conforme já salientado) e 
também pequenas diferenças nos valores de algumas componentes modais e dos coeficientes de amortecimento. 
Quadro 4.7 – Características dinâmicas identificadas com o método RD-BFD. 
modo 1º modo 2º modo 3º modo 4º modo 
f (Hz) 2,96 8,03 11,69 18,13 
ξ (%) 0,87 0,51 0,74 0,27 
piso i Φi1 Φi2 Φi3 Φi4 
1 +0,187 +0,662 -0,403 +1,000 
2 +0,383 +1,000 -0,343 -0,756 
3 +0,811 +0,230 +1,000 +0,152 
4 +1,000 -0,709 -0,586 -0,037  
Para aplicar o método FDD efectuou-se a decomposição em valores singulares da matriz de densidades 
espectrais apresentada na figura 4.30, tendo-se obtido os espectros de valores singulares que são apresentados na 
figura 4.32. 
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A figura 4.32 ilustra bem os aspectos específicos do método FDD, já que é possível verificar o efeito de 
decomposição da matriz de densidades espectrais nas contribuições dos diversos modos dum sistema. Na figura 
4.32 verifica-se claramente que o espectro do 1º valor singular indica o modo que é dominante para a resposta 
em cada frequência, enquanto que os espectros dos restantes valores singulares mostram a contribuição dos 
restantes modos. Associando troços de cada um dos espectros de valores singulares é possível definir o espectro 
da resposta em cada modo (o que na figura 4.32 é facilmente visualizável). Note-se que estes aspectos são 
bastante mais claros nos espectros de valores singulares da figura 4.32 do que nos apresentados na figura 4.9, o 
que reflecte também o efeito de redução do ruído que foi conseguido com o método do decremento aleatório. 
 
Figura 4.32 – Espectros de valores singulares das funções de densidade espectral das funções RD. 
No quadro 4.8 indicam-se as frequências e as componentes modais (amplitude com o sinal da parte real) 
identificadas com o método FDD aplicado às funções de densidade espectral das funções RD. Esta técnica é 
designada por método RD-FDD uma vez que combina os métodos RD e FDD. No quadro 4.8 não se indicam 
valores para os coeficientes de amortecimento, porque no método FDD não há um procedimento específico para 
os estimar (os valores indicados no quadro 4.7 poderiam também ser associados ao método FDD). 
Quadro 4.8 – Características dinâmicas identificadas com o método RD-FDD. 
modo 1º modo 2º modo 3º modo 4º modo 
f (Hz) 2,96 8,03 11,69 18,13 
piso i Φi1 Φi2 Φi3 Φi4 
1 +0,187 +0,662 -0,404 +1,000 
2 +0,383 +1,000 -0,344 -0,756 
3 +0,811 +0,230 +1,000 +0,152 
4 +1,000 -0,709 -0,586 -0,037  
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Os valores indicados no quadro 4.8 são bastante próximos dos identificados com o método FDD (ver quadro 
4.4), havendo apenas uma pequena diferença na frequência do 4º modo de vibração e também pequenas 
diferenças nos valores de algumas componentes modais. 
As frequências identificadas com o método RD-FDD são exactamente as mesmas que foram identificadas com o 
método RD-BFD. Quanto às componentes modais, há apenas diferenças muito pequenas em duas das 
componentes do 3º modo de vibração. 
Aplicou-se também o método EFDD às funções de densidade espectral calculadas a partir das funções RD. A 
selecção dos valores singulares, para definir as funções de densidade espectral correspondentes a cada modo de 
vibração do sistema, foi efectuada de forma idêntica à considerada anteriormente (ver figura 4.12). Note-se no 
entanto que com os espectros de valores singulares obtidos a partir das funções RD (ver figura 4.32) teria sido 
possível definir de forma mais completa as funções de densidade espectral correspondentes a cada modo. No 
quadro 4.9 apresentam-se os valores das frequências, coeficientes de amortecimento e das componentes modais 
(amplitude com o sinal da parte real), identificados com este método que se designa por RD-EFDD uma vez que 
corresponde a uma combinação dos métodos RD e EFDD. 
Quadro 4.9 – Características dinâmicas identificadas com o método RD-EFDD. 
modo 1º modo 2º modo 3º modo 4º modo 
f (Hz) 2,98 8,03 11,69 18,17 
ξ (%) 0,83 0,56 0,60 0,30 
piso i Φi1 Φi2 Φi3 Φi4 
1 +0,187 +0,662 -0,402 +1,000 
2 +0,383 +1,000 -0,339 -0,755 
3 +0,811 +0,230 +1,000 +0,153 
4 +1,000 -0,709 -0,592 -0,038  
Como se pode verificar pelos valores indicados no quadro 4.9, os resultados obtidos com o método RD-EFDD 
são bastante próximos dos identificados com os métodos RD-BFD ou RD-FDD. 
Os resultados obtidos no exemplo apresentado mostram que, com vista à aplicação dos métodos de identificação 
modal estocástica no domínio da frequência (BFD, FDD e EFDD), pode ser bastante mais vantajoso efectuar a 
avaliação das funções de densidade espectral das funções de decremento aleatório, do que estimar as funções de 
densidade espectral das séries de resposta pelo método mais usual descrito em 4.2.1. O processo de cálculo de 
médias de amostras utilizado no método RD, tem um efeito de anular o ruído existente nessas amostras, 
resultando em funções RD cujas funções de densidade espectral evidenciam mais as características dinâmicas 
dos sistemas estruturais permitindo identificá-las mais facilmente e melhor. 
4.3.2.4 Comparação entre as funções de correlação estimadas por diversos métodos 
Foram apresentados três métodos diferentes para estimar as funções de correlação da resposta 
de um sistema estrutural: o método directo; o método baseado na utilização da FFT; e o método do 
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decremento aleatório. Por simples observação das funções de correlação obtidas, ver figuras 4.19, 4.21 
e 4.28, pode-se verificar que os três métodos conduziram a resultados muito próximos. 
A comparação entre as funções de correlação da resposta dum sistema, estimadas pelos 
diversos métodos utilizados, pode também ser efectuada de uma maneira mais objectiva, por 
intermédio de um coeficiente, designado por SIC shape invariance criteria (Asmussen, 1997), que é 
definido de forma semelhante ao coeficiente MAC normalmente utilizado para comparar vectores de 
componentes modais, conforme se apresentará no capítulo 5. O coeficiente SIC que compara a função 
de correlação Rm1 estimada com um método m1 com a função de correlação Rm2 estimada com um 
método m2 é definido através de: 
 
( )
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 (4.85) 
Valores do coeficiente SIC próximos de 1 mostram que as funções de correlação que estão a 
ser comparadas, são muito próximas, enquanto que valores próximos de 0 mostram que são 
completamente distintas. 
Exemplo: Considerando as funções de correlação estimadas com os três métodos utilizados (ver figuras 4.19, 
4.21 e 4.28) avaliaram-se os coeficientes SIC comparando essas funções entre si. Obtiveram-se assim as matrizes 
de coeficientes SIC que se apresentam em seguida: 
método directo - método baseado na FFT método directo - método RD
1,000 0,997 0,990 0,996 0,999 0,996 0,986 0,994
0,997 1,000 0,984 0,996 0,996 0,999 0,985 0
0,990 0,984 1,000 1,000







método baseado na FFT - método RD
0,999 0,999 0,997 0,999
,995 0,999 0,999 0,999 0,999
0,987 0,981 0,998 0,999 0,996 0,997 0,998 0,999
0,995 0,995 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998 0,998
SIC
   
   
=   
   
      
 
Como se pode verificar pelos valores obtidos para os coeficientes SIC, os três métodos descritos para estimar as 
funções de correlação da resposta de um sistema, conduziram a resultados muito próximos. 
4.3.3 Métodos de ajuste às funções de correlação da resposta 
Nesta secção deste trabalho, apresentam-se os métodos de identificação modal estocástica com 
base no ajuste dum modelo às funções de correlação da resposta observada experimentalmente. 
Conforme se referiu anteriormente, são métodos paramétricos de duas fases, em que a primeira fase 
consiste na estimativa das funções de correlação da resposta, e a segunda fase corresponde à aplicação 
dum método de identificação, com o qual estimam-se os parâmetros (matrizes da representação de 
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estado dum sistema estocástico no tempo discreto) dum modelo através do seu ajuste às funções de 
correlação da resposta. 
As técnicas para estimar as funções de correlação foram apresentadas anteriormente, pelo que 
descrevem-se agora os métodos de identificação modal a partir dessas funções. Estes métodos podem 
ser formulados com base no facto das funções de correlação poderem ser expressas como uma soma 
de sinusóides com decaimento exponencial (cada uma correspondendo a um modo do sistema), ou 
seja, na factorização das funções de correlação, já apresentada no capítulo 2, que pode ser traduzida 
através de: 
 ( ) ( )1 10 ou 0i ii i d mi i− −= > = >ΛR C A G R V G  (4.86) 
É também possível formular os métodos de identificação modal baseados na análise das 
funções de correlação, utilizando a metodologia já referida, de imposição da condição do erro de 
predição do modelo ajustado não ser correlacionado com a resposta observada. Peeters (2000) utiliza 
esta via para apresentar a formulação do método das variáveis instrumentais (IV) que resulta no ajuste 
dum modelo auto-regressivo (AR) às funções de correlação da resposta dum sistema. 
Um aspecto interessante da identificação modal estocástica, por ajuste de modelos às funções 
de correlação da resposta, é a possibilidade de se utilizarem métodos que originalmente foram 
desenvolvidos para a identificação modal clássica a partir das funções de resposta impulsiva. 
Conforme referido no capítulo 2, tal deve-se ao facto das funções de correlação e das funções de 
resposta impulsiva poderem ser decompostas de forma semelhante em termos dos parâmetros modais 
dum sistema. 
Um dos primeiros métodos de identificação no domínio do tempo foi o método CE (complex 
exponential) desenvolvido por Spitznogle e Quazi (1970) no âmbito da análise de sinais de sonar, mas 
mais tarde, em 1974 na Universidade de Cincinnati, adaptado para a identificação modal de sistemas 
mecânicos a partir das funções de resposta impulsiva (Allemang, 1999). O método CE é aplicável a 
sistemas de vários graus de liberdade (MDOF), mas trata-se de um método SISO (single input single 
output) uma vez que, de cada vez, apenas é analisada uma única função de resposta impulsiva. 
A extensão do método CE à situação SIMO (single input multiple output) deu origem ao 
método LSCE (least squares complex exponential) desenvolvido na Universidade de Cincinnati 
(Brown et. al., 1979) e também na Universidade Católica de Leuven. O método PTD (polyreference 
time domain), também designado por PRCE (polyreference complex exponential), desenvolvido por 
Vold et al. (1982), corresponde, por sua vez, à extensão do método LSCE à situação MIMO (multiple 
input multiple output). 
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Ainda antes do método LSCE, foi proposto o método ITD, método de Ibrahim no domínio do 
tempo (Ibrahim e Mikulcik, 1977), que foi inicialmente desenvolvido para a análise da resposta de 
sistemas em regime livre, numa situação SIMO, tendo sido posteriormente proposta (Fukuzono, 1986) 
uma versão MIMO desse mesmo método, situação em que o método pode ser designado por MRITD 
(multiple reference Ibrahim time domain). 
Juang e Pappa (1985) propuseram o método ERA (eigensystem realization algorithm) baseado 
na teoria de realização de sistemas, para a identificação modal a partir das funções de resposta 
impulsiva. O método ERA é do tipo MIMO verificando-se também que é coincidente com uma das 
variantes do método de identificação estocástica em subespaços com base nas funções de correlação 
(SSI-COV). 
Têm também sido efectuados alguns esforços no sentido de apresentar duma forma unificada 
os métodos de identificação modal acima referidos. É o caso do método DSPI (direct system 
parameter identification) proposto por Leuridan (1984), do método UMPA (unified matrix polynomial 
approach) desenvolvido na Universidade de Cincinnati (Allemang, 1999) e, mais recentemente, de 
trabalhos desenvolvidos por Zhang et al. (2002) e Zhang (2003). 
Sob um ponto de vista da aplicação dos métodos de identificação modal estocástica, por ajuste 
de modelos às funções de correlação da resposta dos sistemas, são também de referir os trabalhos de 
James et al. (1995), onde é apresentada a já referida técnica que é designada por NEXT, Farrar e 
James (1997), Hermans e Van der Auweraer (1999) e Peeters (2000). 
Na apresentação que se faz em seguida, serão focados os métodos ITD e MRITD, LSCE e 
PTD, e finalmente três variantes do método SSI-COV (uma delas coincidente com o método ERA). A 
descrição que será feita da formulação dos diversos métodos não segue bem a forma original com que 
os mesmos foram propostos, tendo-se optado antes por seguir uma formulação unificada, bastante 
próxima da apresentada por Zhang (2003), o que se considera ser vantajoso sob um ponto de vista de 
compreensão das semelhanças que existem entre os diversos métodos que serão apresentados. 
A aplicação de todos os métodos que serão descritos em seguida será exemplificada 
considerando os dados obtidos no modelo de um edifício de 4 pisos, que tem vindo a ser utilizado 
neste capítulo para ilustrar os métodos de identificação modal estocástica. Para tal, utilizar-se-ão as 
funções de correlação correspondentes às funções RD, estimadas através do método do decremento 
aleatório e que estão representadas na figura 4.29. 
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4.3.3.1 Métodos ITD e MRITD 
Descrevem-se e exemplificam-se em seguida os métodos ITD, método de Ibrahim no domínio 
do tempo, e MRITD (multiple reference Ibrahim time domain). A formulação dos dois métodos é 
idêntica, havendo apenas a diferença de no primeiro caso (ITD) considerar-se somente uma das linhas 
ou colunas das matrizes de correlação (método SIMO), enquanto que no segundo caso (MRITD) 
consideram-se mais do que uma das linhas ou colunas das matrizes de correlação (método MIMO), 
podendo-se considerar até essas matrizes completas. 
Considerando então as expressões (4.86) correspondentes à factorização das funções de 
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Note-se que em (4.87), cada matriz Ri tem ne linhas e uma ou mais do que uma colunas (com o 
limite de ne colunas) consoante se esteja a considerar o método ITD ou o método MRITD. Assumindo 
que o sistema tem N pares de pólos complexos e que ne p = 2 N, a matriz V  tem uma característica de 
ne p. Uma vez que a matriz V  (ne(1+p) × ne p) tem mais ne linhas do que colunas, tem que existir uma 
matriz A  (ne × ne(1+p)) não nula (Zhang, 2003) que satisfaz a relação: 
 0=AV  (4.88) 
Combinando as expressões (4.87) e (4.88) pode-se obter a expressão seguinte: 
 0=A R  (4.89) 





















A equação (4.90) traduz as funções de correlação através dum modelo auto-regressivo (AR); 
tal facto, torna-se mais claro normalizando-a para Ap+1 = Ι, obtém-se assim: 
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Para determinar os coeficientes matriciais Ai (ne × ne) do modelo AR (4.91), pode-se escrever 
um sistema de equações sobre-determinadas, em que esses coeficientes multiplicam uma matriz de 
Hankel H0 das funções de correlação, obtida por q-1 sucessivos avanços no tempo da matriz R . Esse 
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Desde que o número de colunas da matriz H0 seja superior ao seu número de linhas, os 
coeficientes matriciais Ai podem ser estimados a partir do sistema de equações (4.92) considerando 
uma solução de mínimos quadrados. Uma vez conhecidos os coeficientes matriciais Ai, pode-se 
relacioná-los com os parâmetros modais do sistema, contidos nas matrizes V e Λd, tendo em conta a 
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 (4.93) 
A expressão (4.93) pode ser escrita na forma de um problema de valores e vectores próprios. 
Para tal, os coeficientes matriciais Ai são escritos numa matriz de estado na forma companheira de 
baixo, correspondente à representação de estado dum sistema na forma canónica da observabilidade 
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Na equação (4.94) verifica-se que, dos valores próprios e vectores próprios à direita da matriz 
A, podem-se retirar os parâmetros modais que se pretendem identificar. A matriz V, correspondente às 
componentes modais (segundo os graus de liberdade observados) dos modos de vibração do sistema, 
pode ser extraída das primeiras ne linhas da matriz dos vectores próprios à direita da matriz A. Por seu 
lado, da matriz Λd, ou seja dos valores próprios (µi) da matriz A, podem-se determinar as frequências 
(ωi) e os coeficientes de amortecimento (ξi) dos modos de vibração do correspondente sistema no 
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 (4.95) 
De acordo com a metodologia que tem vindo a ser seguida, a questão da identificação modal a 
partir das funções de correlação da resposta dum sistema, coloca-se portanto na avaliação da matriz A 
de cujos valores próprios e vectores próprios à direita determinam-se as características modais dum 
sistema. Conforme se referiu, a equação (4.92) está já numa forma que permite determinar os 
coeficientes matriciais Ai, a partir dos quais se poderia formar a matriz A e consequentemente resolver 
o problema de identificação modal. No entanto, essa forma não é ainda a que é adoptada nos métodos 
ITD e MRITD. Para chegar à forma adoptada nesses métodos, é necessário efectuar na equação (4.92) 
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Note-se que as colunas da matriz H1 estão adiantadas no tempo de um intervalo ∆t 
relativamente às colunas da matriz H0. A equação para determinar a matriz A pode assim ser escrita 
numa forma mais concisa: 
 0 1=A H H  (4.97) 
Há diversas técnicas para calcular a pseudo-inversa de H0, ou técnicas de mínimos quadrados, 
que podem ser utilizadas para resolver (4.97) de modo a determinar a matriz A, nomeadamente: 
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- Através das chamadas equações normais, podendo-se neste caso utilizar uma das duas 1as 
expressões indicadas em seguida (o que corresponde a uma solução simples de mínimos 
quadrados), ou, o que é preferível, uma 3ª expressão correspondente à média das duas 1as (o 
que corresponde a uma solução dupla de mínimos quadrados): 
 ( )( ) 10 1 0 0 1 0 1 0 0 0T T T T
−
= ⇔ = ⇔ =A H H A H H H H A H H H H  (4.98) 
 ( )( ) 10 1 0 1 1 1 1 1 0 1T T T T
−
= ⇔ = ⇔ =A H H A H H H H A H H H H  (4.99) 
 ( )( ) ( )( )1 11 0 0 0 1 0 0 012
T T T T− − = +  
A H H H H H H H H  (4.100) 
Em muitas situações esta técnica de utilização das equações normais não é muito estável 
devido ao condicionamento das matrizes de Hankel, pelo que torna-se preferível utilizar uma 
das duas técnicas indicadas em seguida. 
- Através da decomposição ortogonal (ou QR) da matriz H0 de modo a possibilitar e facilitar a 
sua inversão. Neste caso é utilizado o algoritmo de decomposição QR para decompor a 
matriz H0 no produto duma matriz triangular superior RH por uma matriz ortogonal QH. 
Como a matriz H0 tem um número de colunas superior ao número de linhas, há diversas 
colunas de RH que são nulas, pelo que de facto só se torna necessário considerar as 
submatrizes RH0 e QH0 conforme se indica em seguida: 
 [ ] 00 0 0 0
1
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H H H H H
H
 = = =  
0 QH R Q R R QQ  (4.101) 
 10 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0
T T
H H H H H H
−= ⇔ = ⇔ = ⇔ =A H H A R Q H A R H Q A H Q R  (4.102) 
Em MatLab as matrizes RH0 e QH0 podem ser calculadas através da função qr. Em MatLab a 
equação (4.97) pode também ser resolvida utilizando as funções / ou mrdivide, que de facto 
utilizam o algoritmo de decomposição QR para calcular a pseudo-inversa duma matriz. 
- Através da decomposição em valores singulares da matriz H0, o que é também uma forma de 
possibilitar e facilitar a sua inversão. Neste caso, utiliza-se o algoritmo de decomposição em 
valores singulares para decompor a matriz H0 em duas matrizes ortogonais UH e VH, que 
contêm os vectores singulares, respectivamente, à esquerda e à direita, e uma matriz diagonal 
ΣH que contém os valores singulares. Os valores singulares da matriz H0 que sejam muito 
pequenos podem ser desprezados, considerando-se apenas os s primeiros valores singulares e 
as correspondentes matrizes UHs, VHs e ΣHs conforme se indica em seguida: 
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Em MatLab a função pinv utiliza precisamente esta técnica para determinar a pseudo-inversa 
duma matriz. 
Uma vez determinada a matriz A, o problema de identificação modal através dos métodos ITD 
e MRITD encontra-se praticamente resolvido, visto que, conforme se verificou, dos valores próprios e 
vectores próprios à direita da matriz A podem-se extrair as frequências, coeficientes de amortecimento 
e componentes modais observadas dos modos de vibração dum sistema (isto é, podem-se determinar 
as matrizes Λd e V). No entanto, coloca-se ainda uma questão que é fundamental e é comum a todos os 
métodos de identificação paramétrica. Essa questão prende-se com a determinação da ordem do 
modelo (ou seja, a ordem da matriz A) que é ajustado aos dados experimentais (que no caso dos 
métodos ITD e MRITD são as funções de correlação da resposta dum sistema). 
A ordem do modelo deve ser definida tendo em conta o número de pólos do sistema que se 
espera que estejam abrangidos pelos dados que se estão a analisar. Se na gama de frequências 
abrangida pelos dados experimentais (a qual depende das características dos equipamentos utilizados, 
da frequência de amostragem e de eventuais operações de filtragem a que os dados tenham sido 
sujeitos) se estiver à espera que o sistema em análise tenha n modos de vibração, o número de pólos a 
considerar deve ser de pelo menos 2n (cada modo corresponde a um par de pólos complexos 
conjugados). É óbvio que à priori não se sabe qual o número de modos abrangidos pelos dados 
experimentais (esse será um dos resultados da análise de identificação modal) pelo que é necessário ter 
formas de resolver esta questão da definição da ordem do modelo a identificar. 
Uma primeira ajuda para resolver a questão acima referida, pode basear-se na análise das 
funções de densidade espectral estimadas por uma técnica não paramétrica, nomeadamente nos 
espectros ANPSD considerados no método BFD, ou nos espectros de valores singulares considerados 
nos métodos FDD e EFDD. O número de picos de ressonância identificados nesses espectros pode dar 
uma primeira ideia sobre o número de modos dum sistema. 
Pela via indicada no parágrafo anterior, obtém-se apenas uma estimativa mínima do número 
de pólos dum sistema (Allemang, 1999), pois, conforme se tem salientado, há a questão da resolução 
discreta em frequência das estimativas não paramétricas das funções de densidade espectral, que pode 
ser pouco fina para que se possam distinguir bem todos os picos de ressonância correspondentes aos 
modos de vibração dum sistema. Para além disso, há ainda que ter em conta que os dados 
experimentais nunca estão livres de ruído e que a representação numérica desses dados tem uma 
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precisão finita. Verifica-se assim que, em geral, para obter um bom ajuste dum modelo paramétrico 
aos dados experimentais é necessário considerar um número de pólos superior ao número de modos de 
vibração que são abrangidos por esses dados. Alguns desses pólos não têm portanto um significado 
físico, não estando associados às características dinâmicas dum sistema estrutural, no entanto são 
necessários para o ajuste do modelo paramétrico aos dados experimentais (esses pólos são por vezes 
designados por pólos de ruído, numéricos ou computacionais). 
No caso da identificação modal estocástica também é necessário ter em conta um aspecto que 
foi salientado no início deste capítulo e que consiste no facto da resposta dos sistemas traduzir não só 
os modos das estruturas em si, mas também as características das acções ambiente. Assim, nos 
modelos paramétricos ajustados às respostas experimentais é necessário incluir também pólos que 
modelam as características das acções ambiente e não propriamente as características dinâmicas dos 
sistemas estruturais. Note-se que, normalmente, é possível distinguir os pólos correspondentes aos 
modos de vibração dos sistemas estruturais, que em geral são sub-amortecidos, tendo coeficientes de 
amortecimento com valores pequenos, dos pólos correspondentes às acções ambiente, que em geral 
têm características de processos de banda larga, podendo ser modelados por pólos com amortecimento 
crítico ou super-crítico (Andersen, 1997). 
Para a definição da ordem dos modelos paramétricos existem também alguns procedimentos 
mais formais, com os quais estimam-se modelos de diferentes ordens e comparam-se esses modelos 
tendo por base critérios de qualidade, tais como: o critério informativo de Akaike (AIC); o erro de 
predição final (FPE) de Akaike; ou o comprimento descritivo mínimo (MDL) de Rissanen (Andersen, 
1997; Ljung, 1999; Peeters, 2000). Qualquer um destes critérios, que no fundo são medidas do erro 
dos modelos paramétricos, mostram que para modelos de ordem crescente esse erro vai decrescendo 
até que para uma determinada ordem a variação torna-se praticamente assimptótica, não havendo 
ganhos significativos, em termos de redução do erro, com o aumento da ordem dos modelos. A ordem 
para a qual se verifica o início dessa variação assimptótica do erro é a que deve ser escolhida para o 
modelo a identificar. 
Um indicador semelhante aos critérios referidos no parágrafo anterior, mas talvez mais 
simples de avaliar, é a característica da matriz de estado dos modelos paramétricos, estimada com base 
nos dados experimentais. A característica dessa matriz pode ser avaliada através do algoritmo de 
decomposição em valores singulares. Aos modos dum sistema correspondem valores singulares 
significativos, verificando-se que a partir duma determinada ordem da matriz de estado, os valores 
singulares mais baixos tendem para zero. Este facto pode ser pois considerado como critério para 
definir a ordem dum modelo. A melhor forma de o fazer não é através dos valores absolutos dos 
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valores singulares, mas sim através dos seus valores relativos para ordens crescentes da matriz de 
estado, podendo-se para tal optar por duas vias (Allemang, 1999): 
- Cada valor singular é dividido pelo primeiro valor singular (o mais elevado) obtendo-se 
assim valores singulares normalizados que podem ser analisados de forma semelhante à 
descrita para os critérios de erro referidos anteriormente. 
- Cada valor singular é dividido pelo valor singular anterior, obtendo-se assim um coeficiente 
normalizado que é próximo de 1 se os valores singulares sucessivos são semelhantes, ou que 
é próximo de 0, apresentando uma queda súbita, quando há um valor singular que é muito 
mais pequeno do que o imediatamente anterior. Essa queda súbita do coeficiente 
normalizado é assim um sinal de que a partir da correspondente ordem já não é importante 
considerar modelos com ordens mais elevadas. 
Embora seja possível utilizar os critérios de erro acima referidos, como métodos para ajudar 
na escolha da ordem do modelo paramétrico a identificar, na prática verifica-se que nem sempre a sua 
utilização é muito fácil. É preciso também ter em conta que na identificação modal o que se pretende é 
estimar as características modais dum sistema e não propriamente o modelo paramétrico desse 
sistema, expresso através das matrizes da sua representação de estado. Essas matrizes interessam 
apenas na medida em que através delas podem-se estimar as características modais das estruturas. 
Assim, para a análise de identificação modal com modelos paramétricos há uma outra ferramenta de 
maior utilidade prática do que as referidas anteriormente, que é o diagrama de estabilização (Heylen 
et al., 1995; Allemang, 1999). 
Um diagrama de estabilização é um gráfico que ajuda a escolher a ordem dum modelo 
paramétrico, que se considera que permite obter um bom ajuste aos dados experimentais, e que, de 
entre os pólos desse modelo, ajuda a seleccionar aqueles que correspondem a modos naturais de 
vibração dum sistema, permitindo distingui-los daqueles que são pólos de ruído, numéricos ou 
computacionais, ou que são resultantes das características das acções ambiente e não do sistema em si. 
Num diagrama de estabilização marcam-se em abcissas as frequências dos pólos dum sistema 
e em ordenadas a ordem da matriz de estado desse sistema (ou ordem do modelo). Os pólos de um 
modelo de determinada ordem são comparados com os pólos de um modelo de ordem imediatamente 
inferior. No caso das diferenças entre esses pólos, em termos de frequência, coeficiente de 
amortecimento e componentes modais, não excederem determinados limites pré-definidos, o pólo é 
considerado como estável, sendo instável em caso contrário. Definindo um determinado código de 
símbolos para a representação gráfica dos pólos, e traçando esses símbolos nas respectivas frequências 
para diversas ordens crescentes da matriz de estado, obtém-se um diagrama de estabilização que 
mostra uma série de símbolos de pólos estáveis alinhados ao longo de linhas verticais, nas frequências 
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dos modos de vibração dum sistema, enquanto que surgem símbolos de pólos instáveis dispersos em 
frequências diversas, consoante a ordem do modelo. 
Num diagrama de estabilização, verifica-se que os modos que estão bem representados nos 
dados experimentais (e portanto na matriz de estado que deles se estima) estabilizam logo para 
modelos de ordem baixa. Por outro lado, os modos pouco excitados (ou seja, com pouco peso nos 
dados experimentais) só estabilizam para ordens mais elevadas. Portanto, normalmente é necessário 
considerar modelos de ordem elevada, para que seja possível identificar modos pouco excitados que 
estão pouco evidentes nas respostas medidas experimentalmente. Num diagrama de estabilização 
verifica-se ainda que os pólos de ruído ou computacionais, não chegam sequer a estabilizar, podendo 
ser excluídos como pólos correspondentes a modos naturais de vibração dum sistema estrutural. 
Ao construir um diagrama de estabilização pode-se também, desde logo, excluir alguns pólos 
que não satisfazem determinadas condições, como por exemplo, pólos que não surjam como pares de 
valores complexos conjugados, ou pólos que tenham um coeficiente de amortecimento muito elevado. 
Esses pólos podem, simplesmente, não ser representados no diagrama de estabilização, ou, optando-se 
por representá-los, deve-se utilizar um símbolo que permita distingui-los claramente dos outros pólos. 
A construção dum diagrama de estabilização implica percorrer diversos modelos de ordem 
crescente, com o correspondente cálculo dos respectivos pólos e a sua comparação com os pólos do 
modelo de ordem imediatamente mais baixa. Assim, nessa construção deve-se evitar a repetição de 
cálculos que são comuns para os modelos das diversas ordens (Peeters, 2000). Por exemplo, no caso 
dos métodos ITD e MRITD, devem-se formar desde logo as matrizes de Hankel H0 e H1 com uma 
dimensão p correspondente à ordem máxima até à qual se pretende construir o diagrama de 
estabilização. Em seguida estima-se a matriz A, para as sucessivas ordens crescentes, considerando 
submatrizes de H0 e H1. 
Num diagrama de estabilização é também comum representar um espectro médio (ANPSD) ou 
os espectros de valores singulares, o que contribui também para facilitar a análise da estabilização dos 
pólos dos modelos de diferentes ordens. Note-se no entanto que esses espectros não estão relacionados 
com o método de identificação em si, são apenas um auxiliar da análise do diagrama de estabilização. 
Analisando um diagrama de estabilização, pode-se portanto escolher mais facilmente a ordem 
adequada do modelo que permite obter um bom ajuste aos dados experimentais. Uma forma final de 
verificar esse ajuste consiste em comparar as funções de correlação e as funções de densidade 
espectral do modelo (calculadas com base nas matrizes identificadas) com essas mesmas funções 
consideradas como dados do método de identificação ou estimadas por métodos não paramétricos. Se 
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através dessa comparação se concluir que o ajuste ainda não é bom, pode-se optar por escolher um 
modelo de ordem diferente (em princípio mais elevada). 
Para calcular as funções de correlação do modelo identificado, basta utilizar as expressões 
(4.86). Quanto às funções de densidade espectral, podem ser calculadas através das seguintes 
expressões (já apresentadas no capítulo 2): 
 ( ) ( ) ( )1 10j t T j t T Ty e eω ωω
− −∆ − ∆= − + + −Ι ΙS C A G R G A C  (4.105) 
 ( ) ( ) ( )1 10j t T j t Ty d m m de eω ωω
− −∆ − ∆= − + + −Ι Λ Ι ΛS V G R G V  (4.106) 
Saliente-se que a maioria dos aspectos agora referidos para os métodos ITD e MRITD, 
relativos à escolha da ordem do modelo a considerar, são comuns a todos os métodos paramétricos de 
identificação modal estocástica, quer aos métodos de ajuste às funções de correlação da resposta, quer 
aos métodos de ajuste às séries de resposta. 
Relativamente aos métodos ITD e MRITD, falta apenas referir um aspecto que se torna 
necessário quando se pretende calcular as funções de correlação ou as funções de densidade espectral 
do modelo identificado. Esse aspecto é a avaliação da matriz Gm (matriz de participação modal 
estocástica). Para determinar esta matriz é necessário voltar à equação (4.87), tendo em conta que após 
se ter identificado a matriz A, a matriz V  é conhecida assim como a matriz R  que contém as funções 
de correlação. Pode-se assim estimar Gm através duma solução de mínimos quadrados, conforme se 
indica em seguida (em que †V  é a pseudo-inversa de V ; em MatLab a pseudo-inversa pode ser 
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Exemplo – método ITD: Para exemplificar o método ITD vão-se considerar as funções de correlação estimadas 
com o método RD, a partir dos registos obtidos no modelo de um edifício de 4 pisos. Essas funções de 
correlação têm uma duração de cerca de 33 segundos, correspondente a 2048 valores amostrados a 62,5 Hz. 
Como o método ITD é um método SIMO e como neste caso dispõe-se da matriz de funções de correlação 
completa, optou-se por aplicar o método ITD separadamente a cada uma das colunas (ou linhas) dessa matriz e 
considerar, em cada caso, os resultados relativos ao modo que tem como ponto de maior amplitude, o ponto que 
serve de referência para a coluna da matriz que está ser considerada (ou seja, as funções da coluna n da matriz 
são utilizadas para identificar as características do modo de vibração que tem a sua maior amplitude no ponto n). 
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Note-se que, da aplicação do método ITD às funções de cada uma das colunas da matriz de funções de 
correlação, obtêm-se resultados relativos a todos os modos de vibração do sistema, no entanto, no caso do ponto 
que serve de referência para a coluna da matriz em análise, ser próximo de um nodo de um dos modos de 
vibração, os resultados relativos a esse modo são menos fiáveis. 
Para aplicar o método ITD foram desenvolvidos alguns programas em MatLab com os quais obtiveram-se os 
resultados que se apresentam em seguida. Assim, na figura 4.33 apresentam-se os diagramas de estabilização 
obtidos para cada uma das situações em que se consideraram as funções de cada coluna da matriz de funções de 
correlação (matriz R). Nesses diagramas são utilizados vários símbolos para representar os pólos dos sistemas, 
cujo significado é indicado no quadro 4.10 (nos resultados que adiante serão apresentados para outros métodos 
paramétricos de identificação modal estocástica, utilizar-se-ão também esses símbolos). 
 
 
Figura 4.33 – Diagramas de estabilização resultantes da aplicação do método ITD. 
Quadro 4.10 – Significado dos símbolos utilizados nos diagramas de estabilização. 
 
pólos como pares de 
valores complexos 
conjugados 
0 < ξ < 20% 
pólo estável em f 
∆f relativo ≤ 1% 
pólo estável em ξ 
∆ξ relativo ≤ 5% 
pólo estável em 
configuração 
MAC ≥ 0,999 
 - - - - - 
 sim - - - - 
 
sim sim sim - - 
 
sim sim sim sim - 
 
sim sim sim - sim 
sim sim sim sim sim  
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Como se pode verificar na figura 4.33, nos diagramas de estabilização traçaram-se também os espectros médios 
estimados com utilização da FFT (método não paramétrico). Conforme se salientou anteriormente, esses 
espectros não são utilizados directamente no método ITD, mas são um elemento auxiliar para a análise dos 
diagramas de estabilização. O facto de existirem pólos estáveis coincidentes com os picos desses espectros, 
reforça a dedução de que os mesmos correspondem a modos naturais de vibração dum sistema. 
No quadro 4.10, indicaram-se os símbolos e os critérios adoptados na construção dos diagramas de estabilização. 
Os critérios indicados nesse quadro são os que normalmente são analisados, embora, em relação aos limites 
indicados se possa optar por outros valores. Esses critérios de estabilização incluíram assim a análise de diversos 
aspectos, nomeadamente: o facto de que para os modos naturais de vibração dum sistema, os pólos surgem como 
pares de valores complexos conjugados; o facto dos coeficientes de amortecimento terem normalmente valores 
pequenos (e positivos); a estabilização em termos de frequência; a estabilização em termos do coeficiente de 
amortecimento; a estabilização em termos das componentes modais, verificada através do coeficiente MAC cuja 
definição será apresentada no capítulo 5. 
Analisando os diagramas de estabilização apresentados na figura 4.33, são facilmente detectáveis 4 linhas de 
pólos que quase sempre satisfazem os diversos critérios de estabilização. Esses pólos correspondem aos 4 modos 
de vibração na direcção longitudinal, que se pretendem identificar neste exemplo. Note-se ainda que, 
principalmente nos dois primeiros diagramas, surgem também outros pólos estáveis que devem resultar dos 
modos de torção do modelo que, conforme já salientado na apresentação dos métodos de identificação no 
domínio da frequência, surgem também nos registos longitudinais devido ao facto do modelo se encontrar 
danificado. É também interessante verificar que os pólos relativos ao 4º modo de vibração, são dificilmente 
identificados nos 3º e 4º diagramas da figura 4.33, correspondentes à aplicação do método ITD às 3ª e 4ª colunas 
da matriz R. Tal deve-se ao facto dos 3º e 4º graus de liberdade serem praticamente nodos desse 4º modo e 
portanto as funções de correlação que têm esses graus de liberdade como referências, têm pouca informação 
relativamente a esse modo. 
Como resultados finais obtidos com o método ITD optou-se por escolher os provenientes do ajuste à: 1ª coluna 
de R para o 4º modo (modelo de ordem 22); 2ª coluna de R para o 2º modo (modelo de ordem 22); 3ª coluna de 
R para o 3º modo (modelo de ordem 25); 4ª coluna de R para o 1º modo (modelo de ordem 22). No quadro 4.11 
resumem-se as características dinâmicas assim identificadas com o método ITD. 
Quadro 4.11 – Características dinâmicas identificadas com o método ITD. 
modo 1º modo 2º modo 3º modo 4º modo 
f (Hz) 2,97 8,02 11,67 18,16 
ξ (%) 0,77 0,50 0,74 0,38 
piso i Φi1 Φi2 Φi3 Φi4 
1 +0,187 +0,662 -0,408 +1,000 
2 +0,383 +1,000 -0,351 -0,751 
3 +0,811 +0,229 +1,000 +0,149 
4 +1,000 -0,708 -0,586 -0,034  
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Na figura 4.34 apresentam-se as funções de auto-correlação calculadas a partir das matrizes identificadas com o 
método ITD, comparando-as com as correspondentes funções estimadas com o método RD, as quais foram parte 
dos próprios dados do método de identificação. Na figura 4.35 faz-se uma comparação idêntica mas com os 
espectros médios. Como se pode verificar, há um ajuste muito bom entre os modelos identificados e os dados 
experimentais, quer em termos das funções de correlação, quer no que se refere aos espectros médios. 
 
 
Figura 4.34 – Funções de correlação experimentais e calculadas com o modelo identificado com o método ITD. 
 
 
Figura 4.35 – Espectros médios experimentais e calculados com o modelo identificado com o método ITD. 
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De forma idêntica à utilizada anteriormente para representar as componentes modais identificadas com outros 
métodos de identificação, apresentam-se nas figuras 4.36 e 4.37 duas formas de representação gráfica das 
componentes modais identificadas com o método ITD. 
 1º modo – f = 2,97 Hz 2º modo – f = 8,02 Hz 3º modo – f = 11,67 Hz 4º modo – f = 18,16 Hz 
     
Figura 4.36 – Representação gráfica das componentes modais identificadas com o método ITD. 
 1º modo – f = 2,97 Hz 2º modo – f = 8,02 Hz 3º modo – f = 11,67 Hz 4º modo – f = 18,16 Hz 
     
Figura 4.37 – Deformadas para representação das configurações modais identificadas com o método ITD. 
Sob o ponto de vista da aplicação prática do método ITD na identificação modal de estruturas 
de engenharia civil, referem-se os trabalhos efectuados nas pontes ferroviárias de Canelas, Cacia, 
Esgueira e Sacavém (LNEC – Rodrigues, 2001). Destes trabalhos, os referentes às pontes de Canelas e 
Sacavém serão apresentados no capítulo 6. No caso das três primeiras pontes, o método ITD foi 
utilizado, fundamentalmente, para estimar os coeficientes de amortecimento e também as frequências 
dos primeiros modos naturais de vibração do tabuleiro das pontes, enquanto que no caso da ponte de 
Sacavém foi também efectuada a identificação das componentes modais. Nesses trabalhos, como 
dados do método ITD, foram consideradas as séries obtidas por média das respostas em regime livre 
registadas imediatamente após a passagem dos comboios. Portanto, o método ITD foi aplicado a 
respostas em regime livre, o que é em tudo equivalente à forma aqui apresentada para os métodos ITD 
e MRITD, baseados na análise das funções de correlação da resposta dum sistema. 
Exemplo – método MRITD: Exemplifica-se agora a aplicação do método MRITD, procurando-se também 
ilustrar mais alguns aspectos dos métodos paramétricos de identificação modal estocástica. 
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O método MRITD é um método MIMO o que o torna vantajoso relativamente ao método ITD (SIMO), pois no 
processo de identificação (ajuste dum modelo) pode-se considerar duma uma única vez, mais do que uma coluna 
(ou linha) da matriz de funções de correlação (ou mesmo a matriz completa conforme se utilizará neste 
exemplo). Para o exemplo de base que se apresenta em seguida, serão utilizadas as funções de correlação com 
uma duração de cerca de 33 segundos (2048 valores amostrados a 62,5 Hz) embora adiante se faça também uma 
análise do efeito de se considerarem durações menores das funções de correlação. 
Para aplicar o método MRITD foram também desenvolvidos programas em MatLab que são muito semelhantes 
aos elaborados para o método ITD, tendo-se apenas o cuidado de considerar todas as colunas da matriz de 
funções de correlação na montagem das matrizes de Hankel. 
Na figura 4.38 apresenta-se o diagrama de estabilização correspondente à aplicação do método MRITD. 
 
Figura 4.38 – Diagrama de estabilização resultante da aplicação do método MRITD. 
Analisando o diagrama de estabilização apresentado na figura 4.38, são bem evidentes as 4 linhas de pólos 
correspondentes aos 4 modos de vibração do modelo na direcção longitudinal, tendo-se optado por escolher um 
modelo de ordem 25 para a identificação das características desses modos de vibração. No quadro 4.12 
resumem-se essas características. 
Quadro 4.12 – Características dinâmicas identificadas com o método MRITD. 
modo 1º modo 2º modo 3º modo 4º modo 
f (Hz) 2,97 8,02 11,69 18,16 
ξ (%) 0,78 0,50 0,90 0,38 
piso i Φi1 Φi2 Φi3 Φi4 
1 +0,187 +0,662 -0,404 +1,000 
2 +0,383 +1,000 -0,333 -0,751 
3 +0,811 +0,229 +1,000 +0,149 
4 +1,000 -0,708 -0,582 -0,034  
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Na figura 4.39 apresenta-se uma função de auto-correlação calculada a partir das matrizes identificadas com o 
método MRITD, comparando-a com a correspondente função estimada com o método RD, a qual foi parte dos 
próprios dados do método de identificação. Na figura 4.40 faz-se uma comparação idêntica com os espectros 
médios e na figura 4.41 com dois espectros cruzados, mostrando-se o ajuste tanto em amplitude como em fase. 
 
Figura 4.39 – Função de correlação experimental e calculada com o modelo identificado com o método MRITD. 
 
Figura 4.40 – Espectro médio experimental e calculado com o modelo identificado com o método MRITD. 
 
Figura 4.41 – Espectros cruzados experimentais e calculados com o modelo identificado com o método MRITD. 
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Nas figuras 4.42 e 4.43 apresentam-se duas formas de representação gráfica das componentes modais 
identificadas com o método MRITD. 
 1º modo – f = 2,97 Hz 2º modo – f = 8,02 Hz 3º modo – f = 11,69 Hz 4º modo – f = 18,16 Hz 
     
Figura 4.42 – Representação gráfica das componentes modais identificadas com o método MRITD. 
 1º modo – f = 2,97 Hz 2º modo – f = 8,02 Hz 3º modo – f = 11,69 Hz 4º modo – f = 18,16 Hz 
     
Figura 4.43 – Deformadas para representação das configurações modais identificadas com o método MRITD. 
Com os resultados obtidos com o método MRITD, procura-se ilustrar, na figura 4.44 um aspecto importante 
relativo aos métodos paramétricos de identificação modal. De facto, com esses métodos faz-se a identificação de 
um modelo que melhor se ajusta à informação experimental expressa na forma das funções de correlação ou das 
próprias séries de resposta no tempo. As características dinâmicas assim identificadas são portanto as do modelo 
ajustado, podendo-se considerar que com esses métodos identificam-se de facto modos de vibração, ao contrário 
do que acontece no método BFD onde se identificam modos operacionais de deformação. Assim sendo, com os 
modelos paramétricos torna-se possível fazer a distinção entre as contribuições de cada modo para a resposta do 
sistema que está a ser analisada. Na figura 4.44 ilustra-se precisamente este aspecto, através do traçado do 
espectro médio total, correspondente ao modelo de ordem 25 identificado com o método MRITD, e dos 
espectros de cada um dos 4 modos de vibração do sistema. 
Note-se ainda que, de entre os pólos de um modelo paramétrico identificado, pode ser possível distinguir pólos 
que podem ser considerados como devidos ao sistema das acções ambiente. Esses pólos têm em geral 
amortecimentos muito elevados, críticos ou super-críticos (Andersen, 1997). Para o exemplo em análise 
identificaram-se três pólos nessas condições (dois com amortecimento crítico e um com amortecimento de 27%) 
a partir dos quais determinou-se o espectro que é apresentado na figura 4.44 a traço grosso cinzento, sendo 
referenciado como o espectro do sistema das acções ambiente. 
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Figura 4.44 – Contribuição de cada modo para o espectro médio do modelo identificado com o método MRITD. 
Conforme já referido, os resultados acima apresentados foram obtidos com funções de correlação com um total 
de 2048 valores amostrados a 62,5 Hz (32,768 seg.). Analisa-se em seguida o efeito de considerar no método 
MRITD funções de correlação com diferentes durações. No quadro 4.13 indicam-se assim as características 
dinâmicas identificadas com o método MRITD para diferentes durações das funções de correlação. 
Quadro 4.13 – Características dinâmicas para várias durações das funções de correlação. 
n.º de pontos 2048 1024 512 256 128 64 32 16 
 
duração (seg.) 32,768 16,384 8,192 4,096 2,048 1,024 0,512 0,256 
f1 (Hz) 2,97 2,97 2,97 2,97 2,97 2,97 2,97 2,99 
ξ1 (%) 0,78 0,78 0,77 0,72 0,69 0,66 0,64 0,57 
+0,187 +0,187 +0,187 +0,187 +0,187 +0,186 +0,186 +0,180 
+0,383 +0,383 +0,383 +0,383 +0,383 +0,382 +0,382 +0,377 
+0,811 +0,811 +0,811 +0,811 +0,812 +0,812 +0,812 +0,811 
1º modo 
Φ1 
+1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 
f2 (Hz) 8,02 8,02 8,02 8,02 8,02 8,02 8,02 8,04 
ξ2 (%) 0,50 0,51 0,51 0,52 0,53 0,56 0,59 0,65 
+0,662 +0,662 +0,662 +0,662 +0,662 +0,663 +0,663 +0,660 
+1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 
+0,229 +0,229 +0,229 +0,229 +0,229 +0,229 +0,230 +0,233 
2º modo 
Φ2 
-0,708 -0,708 -0,708 -0,708 -0,708 -0,708 -0,708 -0,707 
f3 (Hz) 11,69 11,68 11,67 11,67 11,67 11,61 11,58 11,70 
ξ3 (%) 0,90 0,80 0,75 0,74 0,64 1,18 0,89 0,88 
-0,404 -0,405 -0,405 -0,405 -0,403 -0,410 -0,412 -0,423 
-0,333 -0,335 -0,339 -0,340 -0,329 -0,357 -0,400 -0,397 
+1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 
3º modo 
Φ3 
-0,582 -0,583 -0,585 -0,586 -0,584 -0,598 -0,601 -0,587 
f4 (Hz) 18,16 18,16 18,16 18,16 18,16 18,17 18,18 18,18 
ξ4 (%) 0,38 0,38 0,38 0,38 0,39 0,39 0,80 0,97 
+1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 
-0,751 -0,751 -0,751 -0,750 -0,750 -0,748 -0,746 -0,745 
+0,149 +0,150 +0,150 +0,149 +0,149 +0,148 +0,146 +0,144 
4º modo 
Φ4 
-0,034 -0,034 -0,034 -0,033 -0,033 -0,032 -0,031 -0,028  
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Os valores apresentados no quadro 4.13 mostram que há uma boa concordância entre os resultados obtidos com 
o método MRITD considerando diferentes durações, decrescentes, das funções de correlação. De facto, mesmo 
considerando funções de correlação com apenas 32 pontos, ou mesmo 16 pontos, já se obtiveram estimativas 
bastante razoáveis das características dinâmicas do sistema estrutural em análise. Estes resultados permitem 
sublinhar um facto relativo aos métodos paramétricos de identificação modal a partir das funções de correlação - 
com esses métodos não é necessário que as funções de correlação sejam estimadas com um número de valores 
muito grande, devem apenas ter o número de valores suficiente para que, para a ordem máxima dos sistemas que 
a elas se pretendem ajustar, haja algum grau de sobre-determinação das equações que permitem estimar as 
matrizes de estado desses sistemas. Note-se que esta situação é diferente daquela que se deve verificar nos 
métodos anteriormente propostos, baseados na análise das funções de densidade espectral calculadas a partir das 
funções RD (com utilização do algoritmo da FFT). Neste último caso é necessário que as funções RD sejam 
estimadas até uma duração em que se verifique o seu decaimento praticamente total, de modo a evitar os efeitos 
de leakage nas funções de densidade espectral. 
4.3.3.2 Métodos LSCE e PTD 
A formulação dos métodos LSCE e PTD pode ser apresentada duma forma bastante análoga à 
anteriormente seguida para os métodos ITD e MRITD. Tal como para estes dois métodos, a 
formulação dos métodos LSCE e PTD é idêntica, havendo apenas a diferença de no primeiro caso 
(LSCE) considerar-se apenas uma das linhas ou colunas das matrizes de correlação (método SIMO), 
enquanto que no segundo caso (PTD) consideram-se mais do que uma das linhas ou colunas das 
matrizes de correlação (método MIMO), podendo-se considerar até essas matrizes completas. 
Tendo em conta novamente as expressões (4.86) correspondentes à factorização das funções 
de correlação da resposta dum sistema, pode-se manipulá-las não através duma justaposição em linhas 
conforme foi efectuado em (4.87) para os métodos ITD e MRITD, mas sim através duma justaposição 
em colunas, obtendo-se então as relações seguintes: 
 1 2 1
q
q m d m d m m
m
+ ′ ′   = ⇔ =   
′ ′
… …Λ ΛR R R V G G G R V G
R G
 (4.108) 
Em (4.108) cada matriz Ri tem ne linhas e uma ou mais do que uma colunas (com o limite de 
ne colunas) consoante se esteja a considerar o método LSCE ou o método PTD. Assumindo que o 
sistema tem N pares de pólos complexos e que ne q = 2 N, a matriz m′G  tem uma característica de ne q. 
Uma vez que a matriz m′G  (ne q × ne (1+q)) tem mais ne colunas do que linhas, tem que existir uma 
matriz ′A  (ne (1+q) × ne) não nula (Zhang, 2003) que satisfaz a relação: 
 0m′ ′ =G A  (4.109) 
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Combinando as expressões (4.108) e (4.109) pode-se obter a expressão seguinte: 
 0′ ′ =R A  (4.110) 





















Assim como (4.90), a equação (4.111) traduz as funções de correlação através dum modelo 




1 2 1 1 2 1q q q q
q q
+ +
−   
   −      = − ⇔ =      




R R R R R R R R
A A
 (4.112) 
Para determinar os coeficientes matriciais Ai (ne × ne) do modelo AR (4.112), pode-se escrever 
um sistema de equações sobre-determinadas, em que esses coeficientes multiplicam uma matriz de 
Hankel H0 das funções de correlação, obtida por p-1 sucessivos avanços no tempo da matriz ′R . Esse 
sistema de equações é assim: 
 
1 2 1 1





p p p q q p q
+
+ +
+ + − +
−     
     −     =
     
     −     
R R R A R
R R R A R
R R R A R
H
 (4.113) 
Desde que o número de linhas da matriz H0 seja superior ao seu número de colunas, os 
coeficientes matriciais Ai podem ser estimados a partir do sistema de equações (4.113) considerando 
uma solução de mínimos quadrados. Uma vez conhecidos os coeficientes matriciais Ai, pode-se 
relacioná-los com as matrizes mG  e Λd, tendo em conta a expressão (4.109), ou seja: 
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 (4.114) 
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A expressão (4.114) pode ser escrita na forma de um problema de valores e vectores próprios. 
Para tal, os coeficientes matriciais Ai são escritos numa matriz de estado na forma companheira direita, 
correspondente à representação de estado dum sistema na forma canónica da controlabilidade 
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Na equação (4.115) verifica-se que dos valores próprios e vectores próprios à esquerda da 
matriz A, podem-se retirar as matrizes Λd e Gm. Da matriz Λd, ou seja dos valores próprios (µi) da 
matriz A, podem-se determinar as frequências (ωi) e os coeficientes de amortecimento (ξi) dos modos 
de vibração do correspondente sistema no tempo contínuo, considerando para tal as expressões (4.95). 
Por seu lado, a matriz Gm (matriz de participação modal estocástica) pode ser extraída das primeiras ne 
colunas da matriz dos vectores próprios à esquerda da matriz A. 
Nos métodos LSCE e PTD o problema de identificação modal a partir das funções de 
correlação da resposta dum sistema, coloca-se portanto na avaliação da matriz A de cujos valores 
próprios e vectores próprios à esquerda determinam-se as matrizes Λd e Gm. Conforme se referiu, a 
equação (4.113) está já numa forma que permite determinar os coeficientes matriciais Ai, a partir dos 
quais se poderia formar a matriz A e consequentemente resolver o problema de identificação modal. 
No entanto, essa forma não é ainda a que é adoptada nos métodos LSCE e PTD. Para chegar à forma 
adoptada nesses métodos, é necessário efectuar na equação (4.113) uma transformação idêntica à que 
se efectuou para passar da equação (4.114) para a equação (4.115), obtendo-se então: 
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 (4.116) 
Note-se novamente que as colunas da matriz H1 estão adiantadas no tempo de um intervalo ∆t 
relativamente às colunas da matriz H0. A equação para determinar a matriz A pode assim ser escrita 
numa forma mais concisa: 
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 0 1=H A H  (4.117) 
Nos métodos LSCE e PTD chega-se portanto à expressão (4.117) para determinar a matriz A, 
que é semelhante à apresentada anteriormente para os métodos ITD e MRITD, ver expressão (4.97), 
apenas com a diferença de que em (4.117) a matriz A multiplica H0 à direita, enquanto que em (4.97) a 
matriz A multiplica H0 à esquerda. 
A matriz A pode ser determinada a partir de (4.117) utilizando as técnicas já apresentadas para 
calcular a pseudo-inversa de H0, nomeadamente: 
- Através das equações normais, podendo-se neste caso utilizar uma das duas 1as expressões 
indicadas em seguida (o que corresponde a uma solução simples de mínimos quadrados), ou, 
o que é preferível, uma 3ª expressão correspondente à média das duas 1as (o que corresponde 
a uma solução dupla de mínimos quadrados): 
 ( ) ( )10 1 0 0 0 1 0 0 0 1T T T T
−
= ⇔ = ⇔ =H A H H H A H H A H H H H  (4.118) 
 ( ) ( )10 1 1 0 1 1 1 0 1 1T T T T
−
= ⇔ = ⇔ =H A H H H A H H A H H H H  (4.119) 
 ( ) ( ) ( ) ( )1 10 0 0 1 1 0 1 112
T T T T− − = +  
A H H H H H H H H  (4.120) 
- Através da decomposição ortogonal (ou QR) da matriz H0 de modo a possibilitar e facilitar a 
sua inversão. Neste caso é utilizado o algoritmo de decomposição QR para decompor a 
matriz H0 no produto duma matriz triangular superior RH por uma matriz ortogonal QH. 
Como a matriz H0 tem um número de colunas superior ao número de linhas, há diversas 
colunas de RH que são nulas, pelo que de facto só se torna necessário considerar as 
submatrizes RH0 e QH0 conforme se indica em seguida: 
 [ ] 00 0 0 0
1
0 HH H H H H
H
 = = =  
QH R Q R R QQ  (4.121) 
 1 10 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
T
H H H H H H
− −= ⇔ = ⇔ = ⇔ =H A H R Q A H Q A R H A Q R H  (4.122) 
- Através da decomposição em valores singulares da matriz H0, o que é também uma forma de 
possibilitar e facilitar a sua inversão. Neste caso utiliza-se o algoritmo de decomposição em 
valores singulares para decompor a matriz H0 em duas matrizes ortogonais UH e VH, que 
contêm os vectores singulares, respectivamente, à esquerda e à direita, e uma matriz diagonal 
ΣH que contém os valores singulares. Os valores singulares da matriz H0 que sejam muito 
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pequenos podem ser desprezados, considerando-se apenas os s primeiros valores singulares e 
as correspondentes matrizes UHs, VHs e ΣHs conforme se indica em seguida: 
 0
T T
H H H Hs Hs Hs= =Σ ΣH U V U V  (4.123) 
 10 1 1 1
T T
Hs Hs Hs Hs Hs Hs
−= ⇔ = ⇔ =Σ ΣH A H U V A H A V U H  (4.124) 
Uma vez determinada a matriz A, o problema de identificação modal através dos métodos 
LSCE e PTD, encontra-se praticamente resolvido, visto que, conforme se verificou, dos valores 
próprios e vectores próprios à esquerda da matriz A podem-se extrair as frequências e os coeficientes 
de amortecimento dos modos naturais de vibração dum sistema e também a matriz de participação 
modal estocástica (ou seja, podem-se determinar as matrizes Λd e Gm). Coloca-se ainda a questão de 
determinar as componentes modais observadas, isto é, a matriz V. Para tal pode-se optar por duas vias: 
- A primeira via consiste em voltar à equação (4.108) tendo em conta que após se ter 
identificado a matriz A, a matriz m′G  é conhecida assim como a matriz ′R  que contém as 
funções de correlação. Pode-se assim estimar V através duma solução de mínimos 
quadrados, conforme se indica em seguida (em que †m′G  é a pseudo-inversa de m′G ; em 
MatLab a pseudo-inversa pode ser calculada através da função pinv ou, neste caso, podem-se 
utilizar também as funções / ou mrdivide): 
 †1 2 1
q
q m d m d m m m
m
+ ′ ′ ′ ′   = ⇔ = ⇔ =   
′ ′
… …Λ ΛR R R V G G G R V G V R G
R G
 (4.125) 
- A segunda via consiste em efectuar um ajuste de mínimos quadrados dos espectros analíticos 
correspondentes ao modelo que se pretende identificar (tendo em conta que as matrizes Λd e 
Gm são conhecidas após a primeira fase dos métodos LSCE e PTD) aos espectros estimados 
por um método não paramétrico (com utilização do algoritmo da FFT). Esta metodologia é 
por exemplo utilizada por Hermans e Van der Auweraer (1999). 
Exemplo – método LSCE: Para exemplificar a aplicação do método LSCE vai-se considerar o modelo de um 
edifício de 4 pisos, que tem vindo a ser utilizado para ilustrar os diferentes métodos de identificação modal 
estocástica. Para tal, vão-se considerar as funções de correlação estimadas com o método RD, que têm uma 
duração de cerca de 33 segundos, correspondente a 2048 valores amostrados a 62,5 Hz. 
Como o método LSCE é um método SIMO, a sua aplicação ao exemplo em análise, vai ser efectuada de forma 
semelhante à adoptada anteriormente para exemplificar o método ITD, o qual também é um método SIMO. 
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Para aplicar o método LSCE foram desenvolvidos alguns programas em MatLab com os quais obtiveram-se os 
resultados que se apresentam em seguida. Assim, na figura 4.45 apresentam-se os diagramas de estabilização 
obtidos para cada uma das situações em que se consideraram as funções de cada coluna da matriz de funções de 
correlação (matriz R). 
 
 
Figura 4.45 – Diagramas de estabilização resultantes da aplicação do método LSCE. 
Nos diagramas de estabilização da figura 4.45, estão também traçados os espectros médios estimados com 
utilização da FFT (método não paramétrico). Conforme já se salientou, esses espectros são um elemento auxiliar 
para a análise dos diagramas de estabilização. O facto de existirem pólos estáveis coincidentes com os picos 
desses espectros, reforça a dedução de que os mesmos correspondem a modos naturais de vibração dum sistema. 
Para o exemplo em análise verificou-se que com o método LSCE foi necessário considerar modelos de ordem 
mais elevada do que com o método ITD. Os diagramas de estabilização da figura 4.45 estão assim desenhados 
até à ordem 35, enquanto que para o método ITD, ver figura 4.33, apenas se chegou à ordem 25. 
Nos diagramas de estabilização da figura 4.45, são evidentes 4 linhas de pólos que quase sempre satisfazem os 
diversos critérios de estabilização. Esses pólos correspondem aos 4 modos de vibração na direcção longitudinal, 
que se pretendem identificar neste exemplo. 
Tal como para o método ITD, como resultados finais obtidos com o método LSCE optou-se por escolher os 
provenientes do ajuste à: 1ª coluna de R para o 4º modo (modelo de ordem 30); 2ª coluna de R para o 2º modo 
(modelo de ordem 30); 3ª coluna de R para o 3º modo (modelo de ordem 33); 4ª coluna de R para o 1º modo 
(modelo de ordem 30). 
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No quadro 4.14 resumem-se as características dinâmicas identificadas com o método LSCE. 
Quadro 4.14 – Características dinâmicas identificadas com o método LSCE. 
modo 1º modo 2º modo 3º modo 4º modo 
f (Hz) 2,97 8,02 11,69 18,16 
ξ (%) 0,79 0,47 0,64 0,31 
piso i Φi1 Φi2 Φi3 Φi4 
1 +0,185 +0,659 -0,338 +1,000 
2 +0,382 +1,000 -0,289 -0,758 
3 +0,811 +0,232 +1,000 +0,156 
4 +1,000 -0,713 -0,595 -0,042  
Na figura 4.46 apresentam-se as funções de auto-correlação calculadas a partir das matrizes identificadas com o 
método LSCE, comparando-as com as correspondentes funções estimadas com o método RD, as quais foram 
parte dos próprios dados do método de identificação. Como se pode verificar, há um bom ajuste entre as funções 




Figura 4.46 – Funções de correlação experimentais e calculadas com o modelo identificado com o método 
LSCE. 
Na figura 4.47 faz-se uma comparação entre os espectros médios correspondentes aos modelos identificados com 
o método LSCE e os estimados com utilização do algoritmo da FFT (método não paramétrico). Como se pode 
verificar, há um bom ajuste entre os espectros dos modelos identificados e os estimados a partir dos dados 
experimentais utilizando o algoritmo da FFT. 




Figura 4.47 – Espectros médios experimentais e calculados com o modelo identificado com o método LSCE. 
Nas figuras 4.48 e 4.49 apresentam-se duas formas de representação gráfica das componentes modais 
identificadas com o método LSCE. 
 1º modo – f = 2,97 Hz 2º modo – f = 8,02 Hz 3º modo – f = 11,69 Hz 4º modo – f = 18,16 Hz 
     
Figura 4.48 – Representação gráfica das componentes modais identificadas com o método LSCE. 
 1º modo – f = 2,97 Hz 2º modo – f = 8,02 Hz 3º modo – f = 11,69 Hz 4º modo – f = 18,16 Hz 
     
Figura 4.49 – Deformadas para representação das configurações modais identificadas com o método LSCE. 
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Exemplo – método PTD: Exemplifica-se agora a aplicação do método PTD que sendo um método MIMO 
apresenta vantagens relativamente ao método LSCE (SIMO). No método PTD pode-se considerar duma uma 
única vez, mais do que uma coluna (ou linha) da matriz de funções de correlação (ou mesmo a matriz completa). 
Neste exemplo serão utilizadas as funções de correlação já consideradas para exemplificar os outros métodos. 
Para aplicar o método PTD desenvolveram-se programas em MatLab semelhantes aos elaborados para o método 
LSCE, mas em que nas matrizes de Hankel se consideram todas as colunas da matriz de funções de correlação. 
Na figura 4.50 apresenta-se o diagrama de estabilização correspondente à aplicação do método PTD. Com este 
método verificou-se a necessidade de ir até modelos de ordem mais elevada do que o que foi necessário no 
método MRITD (ordem 35 para o método PTD e apenas ordem 25 para o método MRITD). 
 
Figura 4.50 – Diagrama de estabilização resultante da aplicação do método PTD. 
No diagrama de estabilização da figura 4.50 são evidentes as 4 linhas de pólos correspondentes aos 4 modos de 
vibração do modelo na direcção longitudinal. Optou-se por escolher um modelo de ordem 33 para a identificação 
das características desses modos de vibração. No quadro 4.15 resumem-se essas características. 
Quadro 4.15 – Características dinâmicas identificadas com o método PTD. 
modo 1º modo 2º modo 3º modo 4º modo 
f (Hz) 2,97 8,02 11,60 18,15 
ξ (%) 0,79 0,52 1,11 0,41 
piso i Φi1 Φi2 Φi3 Φi4 
1 +0,185 +0,663 -0,415 +1,000 
2 +0,379 +1,000 -0,351 -0,752 
3 +0,809 +0,226 +1,000 +0,164 
4 +1,000 -0,699 -0,608 -0,039  
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Na figura 4.51 apresenta-se uma função de auto-correlação do modelo identificado com o método PTD, 
comparando-a com a correspondente função estimada com o método RD, a qual foi parte dos próprios dados do 
método de identificação. Na figura 4.52 faz-se uma comparação idêntica com os espectros médios. 
 
Figura 4.51 – Função de correlação experimental e calculada com o modelo identificado com o método PTD. 
 
Figura 4.52 – Espectro médio experimental e calculado com o modelo identificado com o método PTD. 
Nas figuras 4.53 e 4.54 apresentam-se duas formas de representação gráfica das componentes modais 
identificadas com o método PTD. 
 1º modo – f = 2,97 Hz 2º modo – f = 8,02 Hz 3º modo – f = 11,60 Hz 4º modo – f = 18,15 Hz 
     
Figura 4.53 – Representação gráfica das componentes modais identificadas com o método PTD. 
 Métodos de Identificação Modal Estocástica 
 209 
 1º modo – f = 2,97 Hz 2º modo – f = 8,02 Hz 3º modo – f = 11,60 Hz 4º modo – f = 18,15 Hz 
     
Figura 4.54 – Deformadas para representação das configurações modais identificadas com o método PTD. 
4.3.3.3 Método de identificação estocástica em subespaços SSI-COV 
Apresenta-se em seguida o método de identificação estocástica em subespaços baseado na 
análise das funções de correlação da resposta dos sistemas, o qual é designado abreviadamente por 
SSI-COV (Peeters, 2000). Serão referidas e exemplificadas três variantes desse método que apenas 
diferem entre si em termos das matrizes de ponderação que podem ser aplicadas às matrizes de Hankel 
das funções de correlação. 
O método SSI-COV soluciona o chamado problema de realização estocástica (Peeters, 2000) 
que consiste na identificação das matrizes da representação de estado de sistemas estocásticos no 
tempo discreto, ou seja, apenas com base na resposta dos sistemas. 
Alguns dos primeiros trabalhos que analisam o problema de realização estocástica são devidos 
a Akaike (1974), Aoki (1987) e Arun e Kung (1990). Os algoritmos de resolução do problema de 
realização estocástica estão relacionados com os do problema de realização com conhecimento da 
entrada e resposta dum sistema e por isso designada por realização determinística (Ho e Kalman, 
1966; Zeiger e McEwen, 1974; Kung, 1978). O já referido método ERA (Juang e Pappa, 1985) 
consiste numa aplicação dos conceitos de realização determinística à identificação modal a partir das 
funções de resposta impulsiva dum sistema. Já se referiu também, que o método ERA é coincidente 
com uma das variantes do método SSI-COV, com a diferença de que este é aplicado às funções de 
correlação da resposta dum sistema. 
O método SSI-COV baseia-se fundamentalmente na expressão de factorização das funções de 
correlação, apresentada no capítulo 2 e rescrita em (4.86). Considerando então as funções de 
correlação organizadas numa matriz de Hankel H0 e tendo em conta a expressão (4.86), pode-se 
facilmente verificar que: 
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em que as matrizes Op e Γq são designadas por, respectivamente, matriz de observabilidade e matriz de 
controlabilidade estocástica. 
Verifica-se portanto que a matriz de Hankel das funções de correlação pode ser factorizada no 
produto da matriz de observabilidade pela matriz de controlabilidade estocástica. Na análise das 
funções de correlação estimadas a partir da resposta dum sistema observada experimentalmente, essa 
factorização da matriz de Hankel é efectuada por intermédio do algoritmo de decomposição em 
valores singulares (SVD). Aplicando então esse algoritmo à matriz de Hankel H0, esta é decomposta 
no produto de três matrizes UH, VH e ΣH, conforme se apresentou anteriormente, podendo-se desprezar 
os valores singulares nulos ou com valores muito pequenos e considerar apenas os s primeiros valores 
singulares e as respectivas matrizes UHs, VHs e ΣHs, ou seja: 
 0
T T
H H H Hs Hs Hs= =Σ ΣH U V U V  (4.128) 
Comparando as expressões (4.127) e (4.128) pode-se verificar que as matrizes Op e Γq podem 
ser obtidas a partir das matrizes (UHs, VHs e ΣHs) resultantes da decomposição em valores singulares da 
matriz de Hankel H0, subdividindo-as da forma que se indica em seguida: 
 1 2p Hs Hs= ΣO U  (4.129) 
 1 2 Tq Hs Hs=Γ Σ V  (4.130) 
Uma vez determinadas as matrizes de observabilidade e de controlabilidade estocástica, o 
problema de identificação modal através do método SSI-COV encontra-se praticamente resolvido. 
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Atendendo à estrutura das matrizes Op e Γq é imediato verificar que a matriz C pode ser retirada das 
primeiras ne linhas da matriz de observabilidade Op e que a matriz G pode ser retirada das primeiras ne 
colunas da matriz de controlabilidade estocástica Γq. Utilizando a notação do MatLab, este facto pode 
ser traduzido através das expressões seguintes: 
 ( )1: ,:p en=C O  (4.131) 
 ( ):,1:q en= ΓG  (4.132) 
A determinação da matriz de estado A pode ser efectuada por três vias: 
- A primeira via consiste em considerar uma matriz de Hankel H1 cujas colunas estão 
adiantadas no tempo de um intervalo ∆t relativamente às colunas da matriz H0. Fazendo em 
relação à matriz H1 o mesmo raciocínio que foi feito em (4.126) e (4.127) relativamente à 
matriz H0, pode-se verificar a seguinte relação: 
 1 p q= ΓH O A  (4.133) 
Relação esta que permite determinar a matriz A através de: 
 † † 1 2 1 21 1
T
p q Hs Hs Hs Hs
− −= ⇔ =Γ Σ ΣA O H A U H V  (4.134) 
Em (4.134) as pseudo-inversas †pO  e 
†
qΓ  são facilmente extraídas das matrizes resultantes da 
decomposição em valores singulares da matriz de Hankel H0. 
- A segunda via consiste em, tendo em conta a estrutura da matriz de observabilidade Op, 
definir duas submatrizes de Op cuja relação entre si é a própria matriz A o que a permite 
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em que †1pO  é a pseudo-inversa de 1pO . 
- A terceira via é semelhante à segunda mas tendo por base a estrutura da matriz de 
controlabilidade estocástica Γq. Neste caso a determinação de A pode ser feita através de: 
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em que †1qΓ  é a pseudo-inversa de 1qΓ . 
Através dos procedimentos descritos identificam-se portanto as matrizes C, G e A. A partir da 
decomposição da matriz A em valores e vectores próprios ( 1d
−= Ψ Λ ΨA ) podem-se avaliar os 
parâmetros modais que se pretendem identificar. As frequências e os coeficientes de amortecimento 
dos modos de vibração são extraídos da matriz Λd conforme se indicou em (4.95). A matriz V das 
componentes modais observadas e a matriz Gm são obtidas através de: 
 = ΨV C  (4.137) 
 1m
−= ΨG G  (4.138) 
A partir das matrizes V, Gm e Λd (ou C, G e A) podem-se sintetizar as funções de correlação e 
as funções de densidade espectral correspondentes ao modelo identificado, de acordo com o que foi 
descrito para os métodos paramétricos de identificação modal estocástica apresentados anteriormente. 
O passo mais importante do método SSI-COV é a decomposição em valores singulares da 
matriz de Hankel H0. Através dessa operação a matriz H0 é decomposta no produto da matriz de 
observabilidade Op pela matriz de controlabilidade estocástica Γq. Todos os restantes passos do 
método são praticamente imediatos atendendo à estrutura das matrizes Op e Γq. 
Na forma em que se apresentou o método SSI-COV, considerou-se que cada matriz Ri que 
forma a matriz de Hankel H0, é uma matriz completa que contém as funções de correlação que 
relacionam todos os graus de liberdade experimentais entre si. É no entanto possível considerar as 
matrizes Ri apenas com as colunas relativas a alguns graus de liberdade que se consideram como 
referências. Tal pode apresentar algumas vantagens em termos de rapidez de execução dos cálculos, 
em virtude do menor volume de dados a analisar, ou mesmo em termos de qualidade dos resultados, 
pelo facto de não se considerarem as correlações que têm como referência graus de liberdade que são 
nodos de alguns modos de vibração. Esta metodologia só com as correlações relativas aos graus de 
liberdade de referência foi proposta e utilizada por Peeters (2000). 
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As questões referidas para os métodos paramétricos apresentados anteriormente, em relação à 
escolha da ordem dos modelos a considerar para a avaliação das características dinâmicas dos 
sistemas, colocam-se também no caso do método SSI-COV. Neste método também é útil construir 
diagramas de estabilização para efectuar essa escolha. Para tal e de modo a evitar a repetição de 
cálculos comuns para os modelos de diferentes ordens, a matriz de Hankel H0 de (4.126) deve ser 
desde logo formada com uma dimensão que permita construir o diagrama de estabilização até à 
máxima ordem a que se pretende chegar. Assim, os modelos de diferentes ordens podem ser 
facilmente obtidos, considerando o correspondente número de valores e vectores singulares de H0 no 
cálculo das matrizes Op e Γq de acordo com (4.129) e (4.130). 
A formulação que foi apresentada para o método SSI-COV constitui uma das suas variantes, 
havendo ainda outras duas conforme se descreve em seguida. As variantes do método SSI-COV 
podem ser encaradas como diferentes formas de efectuar a escolha da base do espaço de estado onde é 
efectuada a realização das matrizes do sistema a identificar. Essas variantes correspondem a diferentes 
ponderações que são efectuadas sobre a matriz de Hankel H0. O algoritmo de decomposição em 
valores singulares é assim aplicado a uma matriz de Hankel ponderada H0w, que é obtida de H0 através 
da expressão seguinte: 
 0 1 0 2w =H W H W  (4.139) 
Em (4.139) W1 e W2 são matrizes de ponderação. A diferentes escolhas destas matrizes 
correspondem as diferentes variantes do método SSI-COV. Antes de descrever essas variantes é 
conveniente definir as matrizes ℜ1 e ℜ2 na forma que se indica em seguida: 
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 (4.140) 
e os seus factores de Cholesky L1 e L2: 
 1 1 1 2 2 2
T T= =ℜ ℜL L L L  (4.141) 
As três variantes do método SSI-COV são então: 
- Método PC (principal components) ou BR (balanced realization) que será designado 
abreviadamente por SSI-COV(PC). Neste caso as matrizes de ponderação são iguais à matriz 
identidade (W1 = Ι e W2 = Ι), ou seja o método SSI-COV(PC) corresponde exactamente à 
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metodologia acima descrita para o método SSI-COV. Note-se ainda que esta variante é 
também aquela que é coincidente com o método ERA (Juang e Pappa, 1985). 
- Método UPC (unweighted principal components) que será designado abreviadamente por 











Neste método SSI-COV(UPC), após o cálculo da decomposição em valores e vectores 
singulares da matriz de Hankel ponderada, as matrizes dos vectores singulares UHs e VHs 













Todos os restantes passos do método SSI-COV(UPC) são idênticos aos anteriormente 
descritos para o método SSI-COV. 
- Método CVA (canonical variate analysis) que será designado abreviadamente por SSI-
COV(CVA) e no qual os valores singulares da matriz de Hankel ponderada são interpretados 
como sendo os cosenos dos ângulos principais entre dois subespaços, o subespaço das 
respostas do “passado” Yp e o subespaço das respostas do “futuro” Yf (Peeters, 2000; 
Pridham e Wilson, 2002). Neste caso as matrizes de ponderação são dadas por: 
 
-1 2 -1
1 1 1 1
-1 2 -1










Neste método SSI-COV(CVA), após o cálculo da decomposição em valores e vectores 
singulares da matriz de Hankel ponderada, as matrizes dos vectores singulares UHs e VHs 











Todos os restantes passos do método SSI-COV(CVA) são idênticos aos acima descritos para 
o método SSI-COV. 
O interesse na variante SSI-COV(CVA) está no efeito que as matrizes de ponderação têm em 
termos de dar um peso maior a modos de vibração que contribuam pouco para a resposta que 
se está a analisar, possibilitando assim que a sua identificação seja melhor efectuada. 
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Exemplo: Exemplifica-se em seguida a aplicação das três variantes do método SSI-COV tendo em conta as 
funções de correlação que já foram utilizadas para ilustrar os outros métodos paramétricos de identificação 
modal estocástica. No entanto, neste caso, apenas se consideram os primeiros 512 valores dessas funções (o que 
para a frequência de amostragem de 62,5 Hz corresponde a uma duração de cerca de 8 segundos). 
Para aplicar as três variantes do método SSI-COV foram desenvolvidos programas em MatLab com os quais 
obtiveram-se os resultados que se apresentam em seguida. 
Nas figuras 4.55 a 4.57 apresentam-se os diagramas de estabilização correspondentes à aplicação das três 
variantes do método SSI-COV que foram descritas anteriormente. 
 
Figura 4.55 – Diagrama de estabilização resultante da aplicação do método SSI-COV(PC). 
 
Figura 4.56 – Diagrama de estabilização resultante da aplicação do método SSI-COV(UPC). 
Métodos de Identificação Modal Estocástica 
216 
 
Figura 4.57 – Diagrama de estabilização resultante da aplicação do método SSI-COV(CVA). 
Analisando os diagramas de estabilização das figuras 4.55 a 4.57, são facilmente identificáveis as linhas verticais 
dos pólos correspondentes aos 4 modos de vibração do modelo na direcção longitudinal. Optou-se assim por 
escolher modelos de ordem 25 para a identificação das características desses modos de vibração. No quadro 4.16 
resumem-se essas características. 
Note-se que, em geral, com o método SSI-COV, os pólos dos sistemas identificados apresentam-se estáveis para 
modelos de ordens mais baixas do que com os métodos paramétricos anteriormente apresentados. Neste 
exemplo, não se verificou qualquer vantagem significativa na utilização das duas variantes UPC e CVA 
relativamente à variante PC do método SSI-COV (antes pelo contrário, em termos de identificação dos pólos 
correspondentes aos modos de vibração do modelo na direcção longitudinal, o diagrama de estabilização mais 
claro é o da figura 4.55 correspondente à variante PC). No que se refere às características dinâmicas identificadas 
(ver quadro 4.16), os resultados obtidos com as três variantes do método SSI-COV são bastante concordantes 
entre si. 
Quadro 4.16 – Características dinâmicas identificadas com as três variantes do método SSI-COV. 
modo 1º modo 2º modo 3º modo 4º modo 
método PC UPC CVA PC UPC CVA PC UPC CVA PC UPC CVA 
f (Hz) 2,97 2,97 2,97 8,02 8,02 8,02 11,66 11,66 11,67 18,16 18,16 18,16 
ξ (%) 0,77 0,76 0,77 0,51 0,52 0,51 0,71 0,79 0,79 0,38 0,39 0,38 
piso i Φi1 Φi2 Φi3 Φi4 
1 +0,187 +0,181 +0,187 +0,662 +0,663 +0,662 -0,405 -0,406 -0,405 +1,000 +1,000 +1,000 
2 +0,383 +0,385 +0,383 +1,000 +1,000 +1,000 -0,341 -0,338 -0,340 -0,751 -0,752 -0,752 
3 +0,811 +0,802 +0,811 +0,229 +0,229 +0,229 +1,000 +1,000 +1,000 +0,150 +0,146 +0,150 
4 +1,000 +1,000 +1,000 -0,708 -0,708 -0,708 -0,587 -0,587 -0,600 -0,034 -0,034 -0,031  
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Na figura 4.58 apresenta-se uma função de auto-correlação calculada a partir das matrizes identificadas com as 
três variantes do método SSI-COV, comparando-a com a correspondente função estimada com o método RD, a 
qual foi parte dos próprios dados desses métodos de identificação. Na figura 4.59 faz-se uma comparação 
idêntica com os espectros médios. Em qualquer das figuras 4.58 ou 4.59 é possível verificar o bom ajuste obtido 




Figura 4.58 – Funções de correlação experimentais e calculadas com os modelos identificados com as três 
variantes do método SSI-COV. 





Figura 4.59 – Espectros médios experimentais e calculados com os modelos identificados com as três variantes 
do método SSI-COV. 
Nas figuras 4.60 e 4.61 apresentam-se duas formas de representação gráfica das componentes modais 
identificadas com o método SSI-COV(PC) (note-se que as componentes modais identificadas com os métodos 
SSI-COV(UPC) e SSI-COV(CVA) são muito próximas das obtidas com o método SSI-COV(PC), pelo que a sua 
representação gráfica não difere muito das apresentadas nas figuras 4.60 e 4.61). 
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 1º modo – f = 2,97 Hz 2º modo – f = 8,02 Hz 3º modo – f = 11,66 Hz 4º modo – f = 18,16 Hz 
     
Figura 4.60 – Representação gráfica das componentes modais identificadas com o método SSI-COV(PC). 
 1º modo – f = 2,97 Hz 2º modo – f = 8,02 Hz 3º modo – f = 11,66 Hz 4º modo – f = 18,16 Hz 
     
Figura 4.61 – Deformadas para representação das configurações modais identificadas com o método SSI-
COV(PC). 
4.3.4 Métodos de ajuste às séries de resposta no tempo 
O segundo grupo de métodos de identificação no domínio do tempo apresentados neste 
trabalho, é constituído por métodos que consistem no ajuste de modelos directamente às séries de 
resposta. Conforme se referiu em 4.1, são métodos de uma fase, onde não há uma primeira fase de 
estimativa de funções de interface (funções de densidade espectral ou funções de correlação da 
resposta) entre as séries de resposta e o método de identificação modal em si mesmo. 
A apresentação que será feita sobre estes métodos focará principalmente o método de 
identificação estocástica em subespaços SSI-DATA (ajuste directo às séries de resposta e não às 
funções de correlação da resposta como é feito no método SSI-COV). Faz-se também uma breve 
referência aos métodos que se baseiam no ajuste de modelos ARMAV e ARV, os quais, embora 
tenham sido objecto de algum esforço de estudo e investigação (Piombo et al., 1993; Andersen, 1997) 
com vista à sua utilização na identificação modal de estruturas de engenharia civil, têm vindo a perder 
interesse em face das dificuldades sentidas na sua aplicação e também devido ao desenvolvimento do 
método SSI-DATA. 
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4.3.4.1 Método de identificação estocástica em subespaços SSI-DATA 
O desenvolvimento do método de identificação estocástica em subespaços com ajuste directo 
às séries de resposta dum sistema – método SSI-DATA – resultou de trabalhos de investigação 
relativamente recentes, desenvolvidos no domínio da identificação de sistemas com aplicações mais 
relacionadas com a engenharia electrotécnica ou a engenharia de sistemas de controlo (Van Overschee 
e De Moor, 1996; Ljung, 1999). A sua aplicação na identificação modal de estruturas de engenharia 
civil deve-se sobretudo aos trabalhos desenvolvidos na Universidade Católica de Leuven na Bélgica 
(Peeters, 2000) e na Universidade de Aalborg na Dinamarca (Kirkegaard e Andersen, 1997). É ainda 
de referir a aplicação do método SSI-DATA na análise de dados experimentais obtidos na Vincent 
Thomas Bridge em Los Angeles (Pridham e Wilson; 2003). O facto de que o método se encontra 
actualmente implementado no programa ARTeMIS (SVS, 2002) leva a supor que a breve prazo haverá 
uma experiência mais generalizada da sua aplicação na identificação modal de estruturas, quer de 
engenharia civil, quer de engenharia mecânica. 
Tal como o método SSI-COV anteriormente apresentado, o método SSI-DATA consiste no 
ajuste dum modelo à informação experimental, sendo esse modelo parametrizado sob a forma das 
matrizes da representação de estado dum sistema estocástico no tempo discreto (ver capítulo 2). No 
entanto, no método SSI-DATA não é necessário efectuar a avaliação explícita das funções de 
correlação da resposta dos sistemas. No método SSI-DATA, essa avaliação é substituída por uma 
operação que, de acordo com a apresentação efectuada por Van Overschee e De Moor (1996), pode ser 
interpretada como uma projecção geométrica do espaço das séries de resposta do “futuro” no espaço 
das séries de resposta do “passado”. Note-se que neste contexto, o conceito de funções de correlação é 
de certa forma semelhante ao de projecções de espaços. Em ambos os casos, exprime-se a forma como 
a resposta dum sistema num determinado instante se relaciona com a resposta em instantes anteriores. 
Da avaliação das funções de correlação ou da determinação das projecções de espaços, resulta um 
efeito de cancelamento do ruído na resposta que não tem correlação com a resposta em instantes 
anteriores (ou que não tem projecção no espaço das séries de resposta do “passado”). 
A apresentação que se faz em seguida do método SSI-DATA segue uma linha próxima da 
adoptada por Peeters (2000). Opta-se também por efectuar a apresentação da variante do método 
SSI-DATA proposta por esse autor, na qual, de forma diversa à seguida nos primeiros algoritmos do 
método SSI-DATA (Van Overschee e De Moor; 1991, 1993), é efectuada uma separação entre as 
séries de resposta nos graus de liberdade de referência e as restantes séries de resposta. Nessa variante, 
faz-se uma projecção do espaço das séries de resposta do “futuro” no espaço das séries de resposta do 
“passado” nos graus de liberdade de referência. Diz-se assim que essa variante do método SSI-DATA 
é baseada nas séries de referência (reference based). Note-se que, considerando todos os graus de 
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liberdade experimentais como sendo de referência, a variante que será apresentada torna-se 
coincidente com os algoritmos originais do método SSI-DATA. 
No método SSI-DATA o ajuste dum modelo às séries de resposta observadas 
experimentalmente, é efectuado através da utilização de diversas técnicas numéricas robustas, 
nomeadamente a decomposição ortogonal ou decomposição QR, a decomposição em valores 
singulares (SVD) e a técnica de mínimos quadrados. Adiante verificar-se-á a forma como essas 
técnicas são utilizadas. 
Sequências de estado dum filtro de Kalman: 
No capítulo 2 referiu-se a aplicação do filtro de Kalman de estado estacionário, da qual resulta 
a representação dum sistema que é designada por modelo de inovação para a frente (forward 
innovation model). O filtro de Kalman tem um papel importante no método SSI-DATA, uma vez que 
este método envolve a avaliação de sequências de estado dum filtro de Kalman e a sua posterior 
utilização para estimar as matrizes da representação de estado dum sistema estocástico no tempo 
discreto, conforme se descreverá mais adiante. 
O objectivo da aplicação dum filtro de Kalman é a obtenção duma estimativa óptima do vector 
de estado dum sistema num instante k, utilizando as respostas observadas até ao instante k - 1, as 
matrizes do sistema e as matrizes de correlação do ruído que se considera que actua o sistema e afecta 
a resposta observada. Essa estimativa óptima do vector de estado é representada por kx̂ . Van 
Overschee e De Moor (1996) mostram que, considerando que é conhecida a estimativa inicial do 
estado 0kˆ =x , a correlação inicial da estimativa do estado 0 0 0 0
Tˆ ˆE  = = P x x  e as respostas 
observadas 0 1k, , −…y y , a estimativa kx̂  do estado dum filtro de Kalman de estado não estacionário, 
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em que, nas expressões (4.146) e (4.147): 
kx̂  é a estimativa do estado do filtro de Kalman; 
Ka é a matriz de ganho do filtro de Kalman; 
P é a matriz de correlação do estado do filtro de Kalman; 
rev
kΓ  é a matriz de controlabilidade estocástica revertida, que é definida através de: 
 1 2rev k kk
− − =  Γ A G A G AG G  (4.148) 



























A expressão (4.147) indica que a estimativa kx̂  do estado dum filtro de Kalman pode ser 
escrita como uma combinação linear das respostas observadas 0 1k, , −…y y . Pode-se assim definir uma 
sequência de estado dum filtro de Kalman iX̂ , através de: 
 [ ] -11 1 1 0revi i i i N k i| pˆ ˆ ˆ ˆ+ + − −= =… ΓX x x x T Y  (4.150) 
em que Yp é a matriz de Hankel das séries de resposta do “passado” definida em (4.37). 
Conforme se indicará mais adiante, o método SSI-DATA envolve precisamente a avaliação de 
sequências de estado dum filtro de Kalman. 
Princípios da identificação estocástica em subespaços com ajuste às séries de resposta: 
O primeiro passo do método SSI-DATA consiste na avaliação da projecção do espaço das 
séries de resposta do “futuro” no espaço das séries de resposta do “passado”. Na fundamentação do 
método está o conceito de que nessa projecção está toda a informação do “passado” que tem interesse 
para prever a resposta do “futuro” (ou seja, um conceito semelhante ao de correlação, conforme se 
salientou anteriormente). Essa projecção é definida através da expressão que se indica em seguida, 
onde se utilizam as matrizes de Hankel das séries de resposta definidas em (4.40): 
 ( ) ( )( )†T Tref ref ref ref ref refi f p f p p p p= =Ρ Y Y Y Y Y Y Y  (4.151) 
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Note-se que na expressão (4.151) os produtos ( )Treff pY Y  e ( )
Tref ref
p pY Y  são matrizes de 
Toeplitz das funções de correlação da resposta (ver as expressões (4.47) e (4.51)). Torna-se assim 
claro que as projecções de espaços consideradas no método SSI-DATA estão relacionadas com as 
funções de correlação da resposta dum sistema. No entanto, a expressão (4.151) é apenas a definição 
da projecção de espaços refiΡ , não dando a indicação da forma como essa projecção é calculada no 
método SSI-DATA. De facto, neste método, a projecção do espaço das séries de resposta do “futuro” 
no espaço das séries de resposta do “passado” é determinada através da utilização do algoritmo de 
decomposição ortogonal ou decomposição QR. 
De acordo com o principal teorema da identificação estocástica em subespaços com ajuste às 
séries de resposta (Van Overschee e De Moor, 1996), a projecção refiΡ  pode ser decomposta no 
produto da matriz de observabilidade Oi pela sequência de estado dum filtro de Kalman iX̂ : 
 [ ]1 1
1
ref
i i i i i i N
i









C AO X x x x
C A
 (4.152) 
A expressão (4.152) indica que a matriz da projecção refiΡ  resulta do produto duma matriz (Oi) 
com 2n colunas por uma matriz ( iX̂ ) com 2n linhas, pelo que a sua característica é 2n (se ne i ≥ 2n). A 
característica da matriz da projecção refiΡ  é portanto igual à ordem 2n dum sistema. Uma das formas 
de estimar a característica duma matriz é através do algoritmo de decomposição em valores singulares 
(SVD). Aplicando então esse algoritmo à matriz da projecção refiΡ  e eliminando os valores singulares 
nulos (ou muito pequenos) e os correspondentes vectores singulares, obtém-se: 
 1 1 1
ref T
i =Ρ U S V  (4.153) 
sendo U1 de (ne i × 2n), S1 de (2n × 2n) e V1 de (N × 2n). 
A partir da decomposição em valores singulares (4.153) da matriz da projecção refiΡ , pode-se 
avaliar a matriz de observabilidade Oi e a matriz da sequência de estado dum filtro de Kalman iX̂ , 
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Através do procedimento descrito, chegou-se à ordem do sistema (através do número de 
valores singulares não nulos da matriz da projecção refiΡ ) e também à matriz de observabilidade Oi e à 
matriz da sequência de estado dum filtro de Kalman iX̂ . No entanto, o resultado a que se pretende 
chegar é à identificação das matrizes A, G, C, e R0 da representação de estado dum sistema estocástico 
no tempo discreto. Para tal é necessário recorrer a uma segunda projecção 1
ref
i−Ρ , que é definida fazendo 
com que a separação entre os blocos de linhas das séries do passado e os das séries do futuro, desça 
um bloco, ou seja, considerando as matrizes de Hankel definidas em (4.41). A segunda projecção 1
ref
i−Ρ  
é portanto definida através de: 
 1 1 1
ref ref
i f p i i
ˆ
− − + − += =Ρ Y Y O X  (4.155) 
Note-se que a matriz de observabilidade Oi-1 pode ser obtida simplesmente através da 
eliminação das últimas ne linhas da matriz Oi, o que, utilizando a notação do MatLab, pode ser 
expresso através de: 
 ( )( )1 1: 1 :i i en i ,− = −O O  (4.156) 
A sequência de estado dum filtro de Kalman 1iˆ +X  pode então ser estimada através de: 




+ − −= ΡX O  (4.157) 
A partir das séries de resposta é portanto possível estimar as duas sequências de estado iX̂  e 
1i
ˆ
+X . Considerando a expressão (2.94) da representação de estado dum sistema estocástico no tempo 
discreto, pode-se escrever o sistema de equações indicado em seguida: 
 1 ii i
ii|i
ˆ
ˆ+    = +    





em que Yi|i é uma matriz de Hankel com apenas um bloco de linhas e Wi e Vi são os resíduos, ou seja, 
as séries correspondentes ao ruído (respectivamente, ruído do processo e ruído de medição). 
Uma vez que as respostas e as sequências de estado são conhecidas, e que os resíduos não são 
correlacionados com a sequência de estado iX̂ , considerando a expressão (4.158) pode-se chegar à 
seguinte solução de mínimos quadrados para estimar as matrizes A e C: 
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 1 †i i
i|i
ˆ
ˆ+   =   





Desta forma, Wi e Vi são os resíduos da solução de mínimos quadrados assim avaliada para as 
matrizes A e C, podendo, por sua vez, ser estimados através de: 
 1i i i
i i|i
ˆ
ˆ+    = −    





As matrizes de correlação dos resíduos (matrizes Q, Rv e S) podem então ser estimadas 
através de: 
 i T Ti iT
i





Note-se que em termos de identificação modal dum sistema, é suficiente a avaliação das 
matrizes A e C, pelo que os passos fundamentais do método SSI-DATA estão já apresentados. No 
entanto, para alguns cálculos de pós-processamento que adiante serão descritos, é necessário estimar 
as matrizes G e R0. Assim, considerando as expressões (2.99) apresentadas no capítulo 2, pode-se 
transformar as matrizes A, C, Q, Rv e S nas matrizes A, G, C e R0. Em primeiro lugar, é necessário 
resolver uma equação de Lyapunov para determinar a matriz Σ: 
 T= +Σ ΣA A Q  (4.162) 
Em seguida podem-se determinar as matrizes R0 e G através de: 
 0
T= +ΣR C C Rv  (4.163) 
 T= +ΣG A C S  (4.164) 
Peeters (2000) salienta que só se o número de blocos de linhas das matrizes de Hankel for 
infinito (i → ∞) é que a avaliação das matrizes Q, Rv e S através de (4.161) resulta em estimativas 
assimptoticamente não enviesadas. Como na prática essa condição nunca é satisfeita (i ≠ ∞), as 
estimativas de Q, Rv e S (e portanto também de R0 e G) são sempre obtidas com um erro de viés. 
Para algumas operações de pós-processamento, é ainda necessário converter as matrizes 
identificadas nas do modelo de inovação para a frente. Para tal, é preciso resolver a equação de Riccati 
para determinar P: 
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 ( )( ) ( )10
TT T T T−= + − − −P A P A G A P C R C P C G A P C  (4.165) 
A matriz de correlação das inovações Re é então determinada através de: 
 0
T
e = −R R C P C  (4.166) 
A matriz de ganho do filtro de Kalman Ka é por sua vez obtida através de: 
 ( ) 1Ta e−= −K G A P C R  (4.167) 
Aspectos relacionados com a implementação do método SSI-DATA: 
Conforme se indicou anteriormente, no método SSI-DATA, o cálculo da projecção do espaço 
das séries de resposta do “futuro” no espaço das séries de resposta do “passado”, é efectuado através 
da utilização do algoritmo de decomposição QR. Esse é de facto um dos passos mais importantes do 
método e é também o mais "pesado" em termos computacionais e que o torna mais moroso do que o 
método SSI-COV. O algoritmo de decomposição QR é aplicado às matrizes de Hankel das séries de 
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em que QH (N × N) é uma matriz ortogonal ( T TH H H H I= =Q Q Q Q ); e RH ((r + ne) i × N) é uma matriz 
triangular inferior. 
Uma vez que (r + ne) i < N, é possível simplificar o resultado da decomposição QR da matriz 
refH , omitindo os valores nulos em RH e as correspondentes linhas em THQ . Pode também ser 
vantajoso, em termos de implementação do método SSI-DATA, considerar que as matrizes RH e THQ  
são constituídas pelas submatrizes indicadas em seguida: 
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 (4.169) 
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Em (4.169) indica-se também o número de linhas e de colunas das submatrizes de RH e de 
T
HQ . Considerando essas submatrizes, as projecções do espaço das séries de resposta do “futuro” no 
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A matriz Yi|i que é utilizada na expressão (4.159) para estimar as matrizes A e C, também pode 
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Todas as matrizes do lado direito da expressão (4.159) podem portanto ser expressas em 
termos das submatrizes de RH e de THQ . Note-se ainda que nessa expressão os factores QH cancelam-se 
mutuamente, em virtude de QH ser uma matriz ortogonal. Assim, de facto no primeiro passo do 
método SSI-DATA, que consiste na aplicação do algoritmo de decomposição QR à matriz de Hankel 
das séries de resposta, só é necessário determinar o factor RH. Note-se que por exemplo em MatLab a 
função qr permite que só seja efectuada a determinação desse factor. 
No primeiro passo do método SSI-DATA há uma importante redução da informação, uma vez 
que a matriz de Hankel refH  é substituída pela matriz RH. Esse primeiro passo do método é também o 
mais exigente em termos computacionais, conforme já se salientou. 
Um dos aspectos mais importantes nos métodos paramétricos de identificação modal é a 
determinação da ordem dos modelos a ajustar à informação experimental. Referiu-se anteriormente 
que no método SSI-DATA, a ordem do modelo a ajustar às séries de resposta resulta da decomposição 
em valores singulares da matriz da projecção refiΡ , sendo dada pelo número de valores singulares não 
nulos. No entanto, na prática, a determinação dessa ordem não é tão simples, em virtude dos aspectos 
já salientados quando se abordaram os métodos de identificação por ajuste às funções de correlação da 
resposta. Assim, conforme foi descrito para esses métodos, para a determinação da ordem dos modelos 
a identificar com o método SSI-DATA, também é conveniente utilizar diagramas de estabilização. 
Para a construção dos diagramas de estabilização é necessário analisar modelos de diferentes 
ordens, comparando os correspondentes parâmetros modais com os obtidos com modelos de ordem 
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imediatamente inferior. Para tal, o número de blocos de linhas i na matriz de Hankel refH  deve ser tal 
que r i ≥ nmáx (sendo nmáx a máxima ordem que se pretende considerar no diagrama de estabilização). 
Assim, a construção do diagrama de estabilização pode ser implementada de modo a não repetir 
determinadas fases do método SSI-DATA, nomeadamente, a decomposição QR da matriz de Hankel 
refH  e a decomposição em valores singulares da matriz da projecção refiΡ . Os modelos de diferentes 
ordens, podem então ser obtidos, considerando em correspondência, diferentes números de valores e 
vectores singulares da matriz da projecção refiΡ , no cálculo da matriz de observabilidade Oi e da 
sequência de estado iX̂ , de acordo com a expressão (4.154). 
Variantes do método SSI-DATA: 
Tal como no método SSI-COV, no método SSI-DATA há também três variantes que, neste 
caso, correspondem a diferentes ponderações que são efectuadas sobre a matriz da projecção refiΡ . 
Essas três variantes do método SSI-DATA podem ser descritas numa forma unificada, considerando 
para tal duas matrizes de ponderação W1 e W2, a primeira das quais multiplica a matriz da projecção à 
esquerda enquanto que a segunda multiplica-a à direita, conforme se indica em seguida: 
 1 2
ref ref
i ,w i=Ρ ΡW W  (4.172) 
O algoritmo de decomposição em valores singulares indicado na expressão (4.153) é assim 
aplicado à matriz da projecção ponderada refi ,wΡ . As três variantes do método SSI-DATA correspondem 
a diferentes escolhas das matrizes de ponderação W1 e W2. A matriz W1 deve ser definida de modo a 
ter característica completa, enquanto que a matriz W2 deve ser definida de modo a que a característica 
de refpY  seja igual à característica do produto matricial 2
ref
pY W  (Van Overschee e De Moor, 1996). 
A ponderação que as matrizes W1 e W2 introduzem na projecção de espaços, determina a base 
do espaço de estado onde é feita a avaliação das matrizes do sistema que é identificado. 
As três variantes do método SSI-DATA são então: 
- Método UPC (unweighted principal components) que será designado abreviadamente por 
SSI-DATA(UPC). Neste caso as matrizes de ponderação são iguais à matriz identidade 
(W1 = Ι e W2 = Ι), ou seja o método SSI-DATA(UPC) corresponde ao procedimento que 
acima foi descrito genericamente para o método SSI-DATA. 
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- Método PC (principal components) que será designado abreviadamente por SSI-DATA(PC). 
Neste caso as matrizes de ponderação são dadas por: 
 




/T Tref ref ref ref





W Y Y Y Y
Ι
 (4.173) 
- Método CVA (canonical variate analysis) que será designado abreviadamente por SSI-
DATA(CVA) e no qual os valores singulares da matriz da projecção ponderada são 
interpretados como sendo os cosenos dos ângulos principais entre dois subespaços, conforme 
referido anteriormente para o método SSI-COV(CVA). Neste caso as matrizes de 













Tal como indicado anteriormente para o método SSI-COV(CVA), o interesse na variante 
SSI-DATA(CVA) está no efeito que as matrizes de ponderação têm em termos de dar um 
peso maior a modos de vibração que contribuam pouco para a resposta que está a ser 
analisada, permitindo assim identificar melhor as suas características. 
Neste método SSI-DATA(CVA), após o cálculo da decomposição em valores e vectores 
singulares da matriz da projecção ponderada, a matriz dos vectores singulares U1 deve ser 
corrigida através de: 
 ( )1 211 1 1 1
/T
f f
−= =U W U Y Y U  (4.175) 
Funções de densidade espectral dos modelos identificados com o método SSI-DATA: 
Conforme se referiu e exemplificou para os métodos com ajuste às funções de correlação da 
resposta dos sistemas, para efeitos de validação dos resultados obtidos com métodos paramétricos de 
identificação modal, é importante efectuar a comparação das funções de densidade espectral 
correspondentes aos modelos identificados, com essas mesmas funções estimadas com técnicas não 
paramétricas (com utilização da FFT). 
Com o método SSI-DATA são identificadas as matrizes A, G, C e R0, pelo que as funções de 
densidade espectral dos modelos identificados com esse método, podem ser avaliadas por aplicação 
das expressões (4.105) e (4.106) (também já apresentadas no capítulo 2). 
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Exemplo: Exemplifica-se em seguida a aplicação das três variantes do método SSI-DATA tendo em conta os 
registos obtidos no ensaio realizado no modelo de um edifício de 4 pisos, os quais têm vindo a ser considerados 
para exemplificar os diversos métodos de identificação modal estocástica. Trata-se de séries amostradas a 
62,5 Hz com um total de 114688 valores, o que corresponde a uma duração total de cerca de 30 minutos. 
Para aplicar as três variantes do método SSI-DATA foram desenvolvidos programas em MatLab. Esses 
programas têm implementada a técnica proposta por Peeters (2000) baseada nas séries de referência, no entanto, 
para os resultados que se apresentam em seguida, consideraram-se todas as séries com sendo de referência, 
situação em que essa técnica torna-se coincidente com os algoritmos originais do método SSI-DATA. 
Nas figuras 4.62 a 4.64 apresentam-se os diagramas de estabilização correspondentes à aplicação das três 
variantes do método SSI-DATA que foram descritas anteriormente. 
 
Figura 4.62 – Diagrama de estabilização resultante da aplicação do método SSI-DATA(UPC). 
 
Figura 4.63 – Diagrama de estabilização resultante da aplicação do método SSI-DATA(PC). 
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Figura 4.64 – Diagrama de estabilização resultante da aplicação do método SSI-DATA(CVA). 
Os diagramas de estabilização representados nas figuras 4.62 a 4.64 foram construídos até à ordem máxima de 
40. Analisando esses diagramas de estabilização, podem-se identificar as linhas verticais dos pólos 
correspondentes aos 4 modos de vibração do modelo na direcção longitudinal. Para a identificação das 
características desses modos de vibração, seleccionaram-se modelos com ordens de 34, 31 e 34, respectivamente, 
para as variantes UPC, PC e CVA do método SSI-DATA. No quadro 4.17 resumem-se essas características. 
Quadro 4.17 – Características dinâmicas identificadas com as três variantes do método SSI-DATA. 
modo 1º modo 2º modo 3º modo 4º modo 
método UPC PC CVA UPC PC CVA UPC PC CVA UPC PC CVA 
f (Hz) 2,98 2,97 2,98 8,00 7,99 8,00 11,69 11,72 11,67 18,14 18,09 18,12 
ξ (%) 0,60 0,64 0,63 0,96 0,73 0,75 1,46 0,70 1,33 0,86 0,58 0,79 
piso i Φi1 Φi2 Φi3 Φi4 
1 +0,184 +0,185 +0,185 +0,669 +0,669 +0,669 -0,419 -0,420 -0,418 +1,000 +1,000 +1,000 
2 +0,381 +0,381 +0,381 +1,000 +1,000 +1,000 -0,330 -0,335 -0,339 -0,748 -0,735 -0,740 
3 +0,811 +0,813 +0,810 +0,224 +0,224 +0,225 +1,000 +1,000 +1,000 +0,149 +0,143 +0,143 
4 +1,000 +1,000 +1,000 -0,708 -0,709 -0,709 -0,591 -0,586 -0,594 -0,032 -0,031 -0,028 
 
No que se refere às características dinâmicas identificadas, os resultados obtidos com as três variantes do método 
SSI-DATA, são bastante concordantes entre si (ver quadro 4.17). 
Na figura 4.65 apresentam-se os espectros médios calculados a partir das matrizes identificadas com as três 
variantes do método SSI-DATA, comparando-os com o correspondente espectro médio estimado com utilização 
do algoritmo da FFT (aplicado às funções RD). Como se pode verificar através desses espectros, há um bom 
ajuste entre os dados experimentais e os modelos identificados, embora no caso de alguns modos (especialmente 
o 3º e o 4º) esse ajuste pudesse ser um pouco melhor. Note-se que esse pior ajuste no que se refere aos 3º e 4º 
modos, deve traduzir-se também em estimativas um pouco por excesso para os respectivos coeficientes de 
amortecimento (o que de facto acontece tendo em conta os valores estimados através de outros métodos). 





Figura 4.65 – Espectros médios experimentais e calculados com os modelos identificados com as três variantes 
do método SSI-DATA. 
Nas figuras 4.66 e 4.67 apresentam-se duas formas de representação gráfica das componentes modais 
identificadas com o método SSI-DATA(UPC) (saliente-se que as componentes modais identificadas com os 
métodos SSI-DATA(PC) e SSI-DATA(CVA) são muito próximas das obtidas com o método SSI-DATA(UPC), 
pelo que a sua representação gráfica não difere muito das apresentadas nas figuras 4.66 e 4.67). 
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 1º modo – f = 2,98 Hz 2º modo – f = 8,00 Hz 3º modo – f = 11,69 Hz 4º modo – f = 18,14 Hz 
     
Figura 4.66 – Representação gráfica das componentes modais identificadas com o método SSI-DATA(UPC). 
 1º modo – f = 2,98 Hz 2º modo – f = 8,00 Hz 3º modo – f = 11,69 Hz 4º modo – f = 18,14 Hz 
     
Figura 4.67 – Deformadas para representação das configurações modais identificadas com o método SSI-
DATA(UPC). 
Separação da resposta observada em respostas modais: 
Uma das operações de pós-processamento, que pode ser efectuada a partir das matrizes 
identificadas com o método SSI-DATA é a separação da resposta observada dum sistema nas 
respostas correspondentes a cada um dos seus modos de vibração. Descreve-se em seguida a técnica 
apresentada por Peeters (2000) que pode ser utilizada para esse fim. 
Para aplicar a referida técnica, assume-se que o sistema identificado é escrito sob a forma do 
modelo de inovação para a frente (ver capítulo 2): 




x A x K e
y C x e
 (4.176) 
O modelo traduzido na expressão (4.176) pode ser escrito em termos de coordenadas modais 
através de: 




x x K e
y V x e
Λ
 (4.177) 
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em que 1m,k k
−=x xΨ  (vector de estado em termos de coordenadas modais) e 1am m
−=K KΨ  (matriz 
de ganho dum  filtro de Kalman em termos de coordenadas modais). 
Uma vez que a matriz Λd em (4.177) é uma matriz diagonal, cada elemento do vector de 
estado m,kx  representa a contribuição de um único modo dum sistema. 
Explicitando a segunda equação de (4.177) em termos de ek e substituindo a expressão obtida 
na primeira equação, obtém-se a seguinte representação de estado dum sistema: 
 
( )1m,k d am m,k am k
k m,k k
+ = − +
= − +
x K V x K y
e V x y
Λ
 (4.178) 
Após se ter efectuado a identificação dum sistema utilizando o método SSI-DATA, as 
matrizes Λd, Kam e V são conhecidas, pelo que a expressão (4.178) pode ser utilizada para avaliar o 
vector de estado m,kx  e o vector ek, considerando como entrada em (4.178) as respostas medidas yk. O 
vector ek representa assim o erro de predição, ou seja, a parte da resposta medida que não é modelada 
com o sistema representado através das matrizes identificadas. 
A partir do vector de estado m,kx  pode-se avaliar a resposta prevista com o modelo 
identificado, utilizando para tal a expressão: 
 k m,k=y V x  (4.179) 
Uma vez que cada elemento do vector de estado m,kx  representa a contribuição de um único 
modo, a resposta prevista ky  pode também ser separada em contribuições modais. Uma maneira 
prática de efectuar essa separação consiste em, para cada modo, efectuar o produto da expressão 
(4.179) anulando todas as colunas de V excepto as duas correspondentes ao modo em questão. 
Exemplo: Ilustra-se em seguida a técnica de separação da resposta observada nas respostas correspondentes a 
cada modo dum sistema, em cada grau de liberdade experimental. Para tal consideraram-se as matrizes 
identificadas com o método SSI-DATA(UPC) cujos resultados em termos de parâmetros modais foram já 
apresentados. Trata-se portanto das matrizes dum modelo de ordem 34 identificado com uma matriz de Hankel 
das séries de resposta, formada de modo a possibilitar a identificação de modelos até uma ordem de 40. 
Para aplicar a técnica descrita foi desenvolvido um programa em MatLab. 
Nas figuras 4.68 a 4.73 apresentam-se amostras simultâneas das séries da resposta observada, da resposta em 
cada um dos 4 modos de vibração identificados e ainda do erro de predição, em cada um dos graus de liberdade 
considerados (os deslocamentos horizontais na direcção longitudinal nos 4 pisos do modelo do edifício). 



















Figura 4.70 – Amostras das séries de resposta no 2º modo nos 4 pisos do modelo. 



















Figura 4.73 – Amostras das séries do erro de predição nos 4 pisos do modelo. 
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4.3.4.2 Modelos ARMAV 
No capítulo 2 abordou-se brevemente a representação de sistemas através de modelos 
ARMAV, salientando-se a sua equivalência com a representação de estado de sistemas estocásticos no 
tempo discreto. Refere-se agora a utilização do ajuste de modelos desse tipo com vista à identificação 
das características dinâmicas de estruturas de engenharia civil. 
A utilização de modelos ARMAV, para a identificação modal de estruturas de engenharia 
civil, foi objecto de trabalhos desenvolvidos por Piombo et al. (1993) e Andersen (1997). 
O ajuste de modelos ARMAV às séries de resposta obtidas experimentalmente é efectuado 
utilizando o chamado método do erro de predição (PEM) (Ljung, 1999). Com este método os 
parâmetros matriciais dos modelos ARMAV são estimados através da minimização do erro de 
predição. A aplicação do método PEM resulta num problema de optimização não linear, uma vez que 
o erro de predição depende dos próprios parâmetros que são estimados. Este problema de optimização 
não linear é resolvido através de técnicas numéricas tais como o método de Gauss-Newton ou o 
método de Levenberg-Marquardt  (Andersen et al., 1996). 
A utilização de modelos ARMAV para a identificação modal de estruturas de engenharia civil 
tem alguns inconvenientes relacionados com a resolução do problema de optimização não linear 
referido no parágrafo anterior, nomeadamente (Peeters, 2000): o exigir um grande esforço 
computacional com tempos de execução muito longos; o facto de não haver garantia quanto à 
convergência do método de resolução; a existência de mínimos locais; e a sensibilidade à solução 
inicial. Estes inconvenientes, bem como o desenvolvimento do método SSI-DATA anteriormente 
apresentado, levaram a que se tenha perdido consideravelmente o interesse que houve há alguns anos 
(Piombo et al., 1993; Andersen, 1997) na utilização dos modelos ARMAV. Por este motivo, optou-se 
por neste trabalho fazer apenas uma breve referência a este tipo de métodos de identificação modal 
estocástica, sem a descrição pormenorizada e posterior exemplificação que foi apresentada para os 
métodos anteriormente abordados. 
4.3.4.3 Modelos ARV 
Conforme se indicou no capítulo 2, as características dinâmicas dos sistemas estão 
relacionadas apenas com a parte auto-regressiva dos modelos ARMAV, pelo que, para efeitos de 
identificação modal de sistemas estruturais é possível utilizar modelos que apenas têm essa parte auto-
regressiva, designados por modelos vectoriais auto-regressivos (ARV). 
Verifica-se também que o problema de optimização não linear, que resulta da aplicação do 
método PEM ao ajuste de modelos ARMAV, é devido à parte de média móvel desses modelos. Assim, 
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omitindo essa parte de média móvel, a aplicação do método PEM, agora a um modelo ARV, resulta 
num problema de mínimos quadrados, cuja resolução é mais imediata do que a do problema de 
optimização não linear que é necessário resolver para o ajuste de modelos ARMAV. 
A questão que se coloca com a utilização de modelos ARV para a modelação dinâmica de 
sistemas estruturais, tem a ver com a ordem que é necessário considerar nesses modelos. A única 
forma de utilizar um modelo ARV, em substituição dum modelo ARMAV, é considerando ordens 
muito elevadas, teoricamente infinitas (Peeters, 2000). Esta exigência faz com que os modelos assim 
identificados tenham um número elevado de pólos que não correspondem a modos de vibração dos 
sistemas, o que dificulta a análise de selecção dos pólos correspondentes a esses modos (por exemplo, 
num diagrama de estabilização). Ainda assim, há alguns trabalhos onde é aplicada a identificação de 
modelos ARV com vista a efectuar a caracterização dinâmica de sistemas estruturais (Pandit, 1991; De 
Roeck et al., 1995; Hung et al., 2003). 
Devido à dificuldade indicada no parágrafo anterior, considera-se que o método de 
identificação modal estocástica com ajuste de modelos ARV não tem vantagens significativas em 
relação ao método SSI-DATA (limitando esta comparação aos métodos de ajuste às séries de resposta 
no tempo). Neste trabalho, optou-se assim por fazer apenas uma breve referência a este método. 
4.4 Comparação dos resultados obtidos com os diversos métodos exemplificados 
Neste capítulo foram descritos e exemplificados um total de 16 métodos de identificação 
modal estocástica, sendo alguns deles apenas ligeiras variantes dos outros. Os resultados que foram 
obtidos com cada um desses métodos, considerando as acelerações registadas num ensaio realizado 
num modelo de um edifício de 4 pisos, foram apresentados ao longo do capítulo, imediatamente após 
se terem descrito os fundamentos e procedimentos de cada um dos métodos. Repete-se em seguida a 
apresentação desses resultados, de modo a efectuar a sua análise comparativa duma forma mais clara e 
imediata. 
Nos quadros 4.18 a 4.21 apresentam-se então as características identificadas com cada um dos 
16 métodos de identificação modal estocástica, para cada um dos 4 modos de vibração na direcção 
longitudinal do modelo do edifício de 4 pisos. 
Note-se que os métodos BFD e FDD não têm em si mesmo uma técnica para estimar os 
coeficientes de amortecimento, pelo que os valores apresentados nos quadros 4.18 a 4.21 foram 
obtidos com o método da meia potência e com o método de ajuste dum espectro analítico (conforme 
está indicado nos quadros). O mesmo se passa relativamente aos métodos RD-BFD e RD-FDD, para 
os quais, no entanto, só se utilizou o método de ajuste dum espectro analítico. 
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Quadro 4.18 – Características identificadas para o 1º modo de vibração. 
método BFD FDD EFDD RD-BFD RD-FDD RD-EFDD ITD MRITD 
f (Hz) 2,96 2,96 2,98 2,96 2,96 2,98 2,97 2,97 
ξ (%) 1,35(a) 0,73(b) 1,35(a) 0,73(b) 0,80 0,87(b) 0,87(b) 0,83 0,77 0,78 
1 +0,189 +0,190 +0,184 +0,187 +0,187 +0,187 +0,187 +0,187 
2 +0,385 +0,385 +0,380 +0,383 +0,383 +0,383 +0,383 +0,383 
3 +0,811 +0,811 +0,812 +0,811 +0,811 +0,811 +0,811 +0,811 
Φi1 
4 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 
SSI-COV SSI-DATA 
método LSCE PTD 
PC UPC CVA UPC PC CVA 
f (Hz) 2,97 2,97 2,97 2,97 2,97 2,98 2,97 2,98 
ξ (%) 0,79 0,79 0,77 0,76 0,77 0,60 0,64 0,63 
1 +0,185 +0,185 +0,187 +0,181 +0,187 +0,184 +0,185 +0,185 
2 +0,382 +0,379 +0,383 +0,385 +0,383 +0,381 +0,381 +0,381 
3 +0,811 +0,809 +0,811 +0,802 +0,811 +0,811 +0,813 +0,810 
Φi1 
4 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 
(a) método da meia potência     (b) método de ajuste dum espectro analítico 
Quadro 4.19 – Características identificadas para o 2º modo de vibração. 
método BFD FDD EFDD RD-BFD RD-FDD RD-EFDD ITD MRITD 
f (Hz) 8,03 8,03 8,04 8,03 8,03 8,03 8,02 8,02 
ξ (%) 0,61(a) 0,60(b) 0,61(a) 0,60(b) 0,63 0,51(b) 0,51(b) 0,56 0,50 0,50 
1 +0,662 +0,662 +0,659 +0,662 +0,662 +0,662 +0,662 +0,662 
2 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 
3 +0,230 +0,230 +0,234 +0,230 +0,230 +0,230 +0,229 +0,229 
Φi2 
4 -0,708 -0,708 -0,708 -0,709 -0,709 -0,709 -0,708 -0,708 
SSI-COV SSI-DATA 
método LSCE PTD 
PC UPC CVA UPC PC CVA 
f (Hz) 8,02 8,02 8,02 8,02 8,02 8,00 7,99 8,00 
ξ (%) 0,47 0,52 0,51 0,52 0,51 0,96 0,73 0,75 
1 +0,659 +0,663 +0,662 +0,663 +0,662 +0,669 +0,669 +0,669 
2 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 
3 +0,232 +0,226 +0,229 +0,229 +0,229 +0,224 +0,224 +0,225 
Φi2 
4 -0,713 -0,699 -0,708 -0,708 -0,708 -0,708 -0,709 -0,709 
(a) método da meia potência     (b) método de ajuste dum espectro analítico 
Quadro 4.20 – Características identificadas para o 3º modo de vibração. 
método BFD FDD EFDD RD-BFD RD-FDD RD-EFDD ITD MRITD 
f (Hz) 11,69 11,69 11,66 11,69 11,69 11,69 11,67 11,69 
ξ (%) 0,86(a) 0,71(b) 0,86(a) 0,71(b) 0,73 0,74(b) 0,74(b) 0,60 0,74 0,90 
1 -0,410 -0,410 -0,410 -0,403 -0,404 -0,402 -0,408 -0,404 
2 -0,351 -0,352 -0,372 -0,343 -0,344 -0,339 -0,351 -0,333 
3 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 
Φi3 
4 -0,587 -0,587 -0,588 -0,586 -0,586 -0,592 -0,586 -0,582 
SSI-COV SSI-DATA 
método LSCE PTD 
PC UPC CVA UPC PC CVA 
f (Hz) 11,69 11,60 11,66 11,66 11,67 11,69 11,72 11,67 
ξ (%) 0,64 1,11 0,71 0,79 0,79 1,46 0,70 1,33 
1 -0,338 -0,415 -0,405 -0,406 -0,405 -0,419 -0,420 -0,418 
2 -0,289 -0,351 -0,341 -0,338 -0,340 -0,330 -0,335 -0,339 
3 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 
Φi3 
4 -0,595 -0,608 -0,587 -0,587 -0,600 -0,591 -0,586 -0,594 
(a) método da meia potência     (b) método de ajuste dum espectro analítico 
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Quadro 4.21 – Características identificadas para o 4º modo de vibração. 
método BFD FDD EFDD RD-BFD RD-FDD RD-EFDD ITD MRITD 
f (Hz) 18,16 18,16 18,18 18,13 18,13 18,17 18,16 18,16 
ξ (%) 0,38(a) 0,41(b) 0,38(a) 0,41(b) 0,40 0,27(b) 0,27(b) 0,30 0,38 0,38 
1 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 
2 -0,750 -0,750 -0,748 -0,756 -0,756 -0,755 -0,751 -0,751 
3 +0,149 +0,150 +0,145 +0,152 +0,152 +0,153 +0,149 +0,149 
Φi4 
4 -0,034 -0,034 -0,029 -0,037 -0,037 -0,038 -0,034 -0,034 
SSI-COV SSI-DATA 
método LSCE PTD 
PC UPC CVA UPC PC CVA 
f (Hz) 18,16 18,15 18,16 18,16 18,16 18,14 18,09 18,12 
ξ (%) 0,31 0,41 0,38 0,39 0,38 0,86 0,58 0,79 
1 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 +1,000 
2 -0,758 -0,752 -0,751 -0,752 -0,752 -0,748 -0,735 -0,740 
3 +0,156 +0,164 +0,150 +0,146 +0,150 +0,149 +0,143 +0,143 
Φi4 
4 -0,042 -0,039 -0,034 -0,034 -0,031 -0,032 -0,031 -0,028 
(a) método da meia potência     (b) método de ajuste dum espectro analítico 
Analisando os valores apresentados nos quadros 4.18 a 4.21, pode-se verificar que na maioria 
dos casos, há uma concordância bastante boa entre as características avaliadas com os 16 métodos de 
identificação modal aplicados ao exemplo considerado. Em termos das frequências e das componentes 
modais, os resultados são mesmo muito idênticos, mostrando que sob esse aspecto todos os métodos 
tiveram um bom desempenho. 
Quanto aos coeficientes de amortecimento, há duas situações em que se verificam diferenças 
um pouco maiores: 
- para o 1º modo, com o método da meia potência há uma avaliação por excesso desse 
parâmetro (conforme já se salientou, o método da meia potência tem essa desvantagem); 
- para os 3º e 4º modos, com as variantes UPC e CVA do método SSI-DATA, também há uma 
avaliação por excesso do amortecimento (eventualmente com modelos de ordens diferentes 
das seleccionadas, poder-se-ia ter obtido amortecimentos mais próximos dos estimados com 
os restantes métodos). 
O bom desempenho dos diversos métodos deve-se em grande parte à boa qualidade da 
informação experimental obtida no ensaio efectuado, apesar de se tratar de acelerações com 
amplitudes muito pequenas. Acresce ainda que os modos longitudinais do modelo do edifício, têm 
frequências relativamente afastadas e amortecimentos baixos, caso isso não se verificasse, os métodos 
paramétricos seriam em princípio melhores do que os métodos não paramétricos. 
Ao compararem-se diferentes métodos, é natural colocar-se a questão de qual deles é o que 
permite obter melhores resultados. Neste caso não é possível responder a essa pergunta com exactidão, 
uma vez que não se conhecem as “verdadeiras” características dinâmicas do modelo. No entanto, pelos 
resultados obtidos que foram apresentados ao longo deste capítulo, pode-se afirmar que: 
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- no que se refere aos métodos no domínio da frequência (não paramétricos) os métodos em 
que as funções de densidade espectral são estimadas a partir das funções RD (métodos RD-
BFD, RD-FDD e RD-EFDD) permitem que a identificação das características dinâmicas seja 
efectuada duma forma mais clara; 
- quanto aos métodos paramétricos, aquele que pode ser considerado como tendo dado 
melhores resultados é o método SSI-COV(PC) tendo em conta a clareza do correspondente 
diagrama de estabilização e o bom ajuste das funções de correlação e de densidade espectral 
do modelo identificado a essas mesmas funções consideradas como dados do método e 
estimadas com utilização da FFT. 
Em relação aos dois tipos de métodos de identificação estocástica em subespaços (SSI.-COV e 
SSI-DATA) é interessante notar que em ambos há uma fase que pode ser entendida como de rejeição 
do ruído. No primeiro caso é a técnica de estimativa das funções de correlação, enquanto que no 
segundo, é o algoritmo de decomposição QR utilizado para determinar a projecção de espaços. Pelos 
resultados obtidos com o exemplo considerado, constata-se que a decomposição QR do método SSI-
DATA não resultou em melhores resultados do que a estimativa das funções de correlação através do 
método RD. No entanto, será talvez excessivo generalizar esta conclusão, podendo-se considerar que 
os métodos SSI-COV e SSI-DATA são muito equivalentes em termos de identificação dos parâmetros 
modais (Peeters, 2000). 
4.5 Implementação dos métodos de identificação modal estocástica 
Para a elaboração deste trabalho foram desenvolvidos diversos programas para utilização dos 
métodos de identificação modal estocástica, quer no caso de exemplo considerado neste capítulo quer 
nas aplicações do capítulo 6. Esta componente do trabalho foi muito importante no sentido em que 
permitiu obter uma melhor compreensão dos métodos de identificação modal estocástica, para além 
de, obviamente, ter possibilitado obter os resultados que foram apresentados neste capítulo e que serão 
apresentados no capítulo 6. 
À parte de alguns pequenos procedimentos, inicialmente desenvolvidos em Fortran e em 
MathCad, os programas elaborados foram desenvolvidos essencialmente em LabView e MatLab. Estas 
linguagens de programação, ou ambientes de desenvolvimento, permitiram efectuar esse trabalho de 
implementação dos métodos, com algumas vantagens relativamente a outras linguagens mais 
tradicionais. Essas vantagens resultam da existência de rotinas já desenvolvidas, nomeadamente com 
as funções de base para processamento de sinal e análise espectral (o que acontece nas duas 
linguagens) e a facilidade de implementação de rotinas que envolvam operações com matrizes (o que 
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de facto é uma particularidade do MatLab que foi fundamental, especialmente para os métodos no 
domínio do tempo). 
Faz-se em seguida uma breve descrição dos programas desenvolvidos. 
Programas desenvolvidos em LabView: 
O programa mais elaborado que se desenvolveu em LabView, foi um programa onde se 
implementou o método básico no domínio da frequência (BFD). Esse programa, a que se deu a 
designação de modal ID, é constituído fundamentalmente por 6 módulos que o utilizador põe a 
executar a partir do painel frontal do programa principal, premindo o botão correspondente a cada um. 
Esses módulos são os seguintes: 
- configuration – módulo para definição dos parâmetros a considerar no processamento ou 
para a sua leitura num ficheiro ASCII; esses parâmetros envolvem a definição da geometria 
do sistema estrutural em análise, a indicação do nome dos ficheiros onde estão os registos a 
analisar e dos pontos onde esses registos foram obtidos, o número de amostras em que os 
registos devem ser subdivididos para a estimativa das funções de densidade espectral e o tipo 
de janela de processamento de sinal a utilizar; 
- plot model – módulo para visualização da geometria do sistema estrutural em análise; 
- check time data – módulo para verificação dos registos, permitindo efectuar a sua 
integração, avaliação de valores máximos e rms, extracção de amostras e sua transferência 
automática para uma folha de Excel; 
- spectral matrix – módulo para cálculo das estimativas das funções de densidade espectral 
utilizando a técnica devida a Welch (1967); 
- check spectra – módulo que permite analisar, para quaisquer dois canais, os respectivos 
auto-espectros e espectro cruzado, a função de coerência e a amplitude e fase da estimativa 
da FRF de transmissibilidade; 
- select modes – módulo no qual são avaliados os espectros normalizados médios (ANPSD) e 
onde pode ser feita a selecção dos seus picos e a avaliação das correspondentes componentes 
modais, escolhendo para referência qualquer um dos registos; estas componentes podem ser 
transferidas automaticamente para uma folha de Excel. 
Note-se que o programa modal ID permite analisar a informação obtida em mais do que um 
ensaio com pontos de referência comuns de ensaio para ensaio. 
Nas figuras 4.74 a 4.77 apresentam-se os painéis frontais e o código em LabView do programa 
principal modal ID e de três dos seus módulos (check time data, check spectra e select modes). 
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Figura 4.74 – Painel frontal e código em LabView do programa principal modal ID. 
  
Figura 4.75 – Painel frontal e código em LabView do módulo check time data. 
 
 
Figura 4.76 – Painel frontal e código em LabView do módulo check spectra. 
  
Figura 4.77 – Painel frontal e código em LabView do módulo select modes. 
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O programa modal ID foi inicialmente desenvolvido durante a fase de análise da informação 
obtida nos ensaios realizados na ponte Salgueiro Maia (LNEC – Rodrigues, 2000), os quais serão 
apresentados no capítulo 6. Desde então o programa tem sido utilizado em vários outros estudos, tendo 
sofrido também alguns melhoramentos. 
Para além do programa modal ID também foram desenvolvidos em LabView outros 
programas mais simples, com funções diversas tais como: procedimentos de pré-processamento 
(filtragem e decimação); estimativa dos coeficientes de amortecimento através do método da meia 
potência e através do método de ajuste dum espectro analítico; método ITD; avaliação de funções RD 
com possibilidade de utilização de qualquer uma das condições iniciais anteriormente descritas. 
Programas desenvolvidos em MatLab: 
Os resultados apresentados neste capítulo para ilustrar os diversos métodos de identificação 
modal estocástica, foram obtidos com programas desenvolvidos em MatLab. Esta linguagem tem 
algumas vantagens relativamente ao LabView, principalmente no que se refere à implementação dos 
métodos de identificação no domínio do tempo. Todas as operações que envolvem o manuseamento de 
matrizes, como por exemplo a formação das matrizes de Hankel, são facilmente implementadas em 
MatLab. Acresce ainda que nesta linguagem, ou em algumas das suas toolboxes, há já disponíveis as 
técnicas numéricas que são aplicadas nos métodos paramétricos de identificação modal, como é o caso 
da decomposição em valores singulares, da decomposição QR ou do cálculo da pseudo-inversa duma 
matriz para a determinação de soluções de mínimos quadrados. 
Indicam-se em seguida os procedimentos implementados em MatLab: 
- os métodos no domínio da frequência BFD, FDD e EFDD com as funções de densidade 
espectral estimadas com utilização da FFT; 
- as três técnicas referidas para estimar as funções de correlação, ou seja, o método directo, o 
método com utilização da FFT e o método RD (neste caso foram desenvolvidas funções que 
permitem considerar os quatro tipos de condições iniciais anteriormente descritos); 
- os métodos no domínio da frequência RD-BFD, RD-FDD e RD-EFDD com as funções de 
densidade espectral estimadas a partir das funções RD; 
- os métodos ITD e MRITD; 
- os métodos LSCE e PTD; 
- as três variantes do método SSI-COV; 
- as três variantes do método SSI-DATA. 
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Note-se que nos desenvolvimentos efectuados em MatLab, não houve a preocupação de 
desenvolver um programa de aplicação geral nem com um interface amigável com o utilizador, como 
houve com o programa modal ID implementado em LabView. Houve acima de tudo a preocupação de 
compreender os diversos métodos de identificação e a forma de os implementar. Os programas 
desenvolvidos, foram-no especificamente para o exemplo considerado neste capítulo, permitindo 
apenas a análise da informação de um único ensaio. Poderão, no entanto, ser facilmente adaptados no 
futuro para outros casos, ou mesmo integrados num programa de aplicação geral. 
4.6 Outros métodos de identificação modal estocástica 
Referem-se em seguida, brevemente, outras técnicas de identificação modal estocástica, as 
quais não foram descritas com pormenor nem exemplificadas anteriormente, por se considerar que não 
têm tido e possivelmente não virão a ter, nem uma utilização tão generalizada nem um interesse tão 
grande, quanto os métodos que tiveram uma abordagem mais detalhada ao longo deste capítulo. 
Técnicas de análise conjunta no tempo-frequência: 
A utilização das técnicas de análise conjunta no tempo-frequência para a identificação modal 
estocástica de sistemas estruturais, tem sido objecto de alguns trabalhos desenvolvidos no politécnico 
de Torino em Itália (Bonato et al., 2002), incluindo a sua aplicação em estruturas de monumentos (De 
Stefano et al., 2002). Estes autores salientam como ponto importante dessas técnicas, a sua 
aplicabilidade em situações em que a excitação sobre os sistemas não é estacionária. 
Métodos paramétricos no domínio da frequência: 
Os métodos paramétricos anteriormente apresentados neste trabalho são métodos no domínio 
do tempo através dos quais é efectuado o ajuste de modelos ou às funções de correlação da resposta ou 
directamente às próprias séries de resposta. Também é possível utilizar métodos em que é efectuado 
um ajuste de modelos às funções de densidade espectral (ou seja, no domínio da frequência). 
Guillaume et al. (1999) apresentam um desses métodos, no qual o ajuste é efectuado com base no 
método da máxima verosimilhança (maximum likelihood). Uma das vantagens dessa metodologia é a 
possibilidade de avaliar intervalos de confiança para todos os parâmetros modais estimados. 
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Método de identificação das componentes modais por filtragem digital das séries de resposta: 
Nos trabalhos efectuados na ponte da Arrábida (LNEC - Rodrigues et al., 1997) e na ponte da 
Figueira da Foz e seus viadutos de acesso (LNEC – Campos Costa et al., 1997), cujos resultados serão 
apresentados no capítulo 6, utilizou-se uma técnica de identificação modal que consistiu em: 
- avaliação dos auto-espectros das séries de resposta através duma técnica implementada em 
MathCad baseada no princípio da máxima entropia, que consiste, essencialmente, no ajuste 
dum modelo auto-regressivo (AR) à resposta da estrutura medida experimentalmente, e na 
avaliação dos auto-espectros desse modelo; 
- identificação das frequências dos picos de ressonância mais evidentes nos auto-espectros; 
- nas frequências de ressonância identificadas, avaliaram-se as relações de amplitude e fase 
entre os sinais de resposta, aplicando-lhes filtros passa-banda centrados nessas frequências e 
analisando os sinais assim obtidos; 
- estimativa dos coeficientes de amortecimento através do método da meia potência. 
Embora se tenha adoptado esta técnica nas duas primeiras aplicações que serão apresentadas 
no capítulo 6, considera-se que ela tem algumas deficiências, tais como a dificuldade em ser 
automatizada. 
4.7 Considerações finais 
Neste capítulo apresentaram-se e exemplificaram-se um total de 16 métodos de identificação 
modal estocástica (sendo no entanto alguns deles apenas ligeiras variantes dos outros). Referiram-se 
ainda outros métodos para além desses, embora se considere que os métodos que foram analisados 
com maior detalhe são de facto os mais importantes. Na figura 4.78 apresenta-se um esquema onde se 
sistematizam os métodos de identificação modal estocástica analisados neste capítulo. 
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Figura 4.78 – Sistematização geral dos principais métodos de identificação modal estocástica. 
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Conforme está indicado na figura 4.78, os métodos de identificação modal estocástica 
analisados neste capitulo envolvem fundamentalmente a utilização de cinco técnicas numéricas: o 
algoritmo da FFT; a decomposição em valores e vectores singulares (SVD); a técnica de ajuste de 
mínimos quadrados (LS); a decomposição em valores e vectores próprios (EVD); e a decomposição 
ortogonal ou decomposição QR. 
Os métodos analisados foram subdivididos em métodos no domínio da frequência ou não 
paramétricos e métodos no domínio do tempo ou paramétricos. 
Focaram-se três métodos no domínio da frequência (BFD, FDD e EFDD) em que se analisam 
as estimativas das funções de densidade espectral obtidas através do procedimento devido a Welch 
(1967). Explorou-se também a ideia de aplicar esses métodos às funções de densidade espectral 
estimadas a partir das funções RD, dando origem a três variantes (RD-BFD, RD-FDD e RD-EFDD) 
que mostraram ter vantagens em relação aos métodos originais. Essas vantagens são devidas ao efeito 
de redução do ruído resultante da aplicação do método RD e ao evitar do efeito de leakage que pode 
ser conseguido se as funções RD forem avaliadas com uma duração tal que permita que se verifique o 
seu decaimento completo dentro dessa duração. 
Os métodos no domínio do tempo foram subdivididos em métodos de ajuste às funções de 
correlação da resposta e métodos de ajuste às séries de resposta. Do primeiro tipo abordaram-se os 
métodos ITD, MRITD, LSCE, PTD e três variantes do método SSI-COV. Do segundo tipo, 
descreveram-se, fundamentalmente, as três variantes do método SSI-DATA. 
Todos os métodos analisados foram exemplificados considerando os registos obtidos num 
ensaio realizado num modelo de um edifício de 4 pisos. Os resultados obtidos com os diferentes 
métodos são bastante concordantes entre si, mostrando uma boa performance de todos eles. Tal deve-
se em parte à boa qualidade da informação experimental analisada e também ao facto do sistema 
considerado para exemplo ter modos com frequências bem separadas e baixos amortecimentos. No 
caso de haver um maior conteúdo de ruído nos registos obtidos experimentalmente ou do sistema em 
análise ter modos com frequências próximas e/ou amortecimentos elevados, devem sobressair melhor 
as diferenças entre os métodos e os pontos fortes de uns em relação aos outros. 
Tecem-se em seguida alguns comentários relativamente às particularidades dos diferentes 
métodos de identificação modal estocástica. 
No método BFD as frequências dos modos de vibração dum sistema são identificadas a partir 
da selecção dos picos de ressonância das funções de densidade espectral e as componentes modais são 
avaliadas através das relações de amplitude e fase, nessas frequências, entre as respostas medidas em 
Métodos de Identificação Modal Estocástica 
248 
diferentes pontos e num ponto de referência. As configurações assim estimadas não são configurações 
de modos naturais de vibração mas sim de modos operacionais de deformação, uma vez que no 
método não há de facto uma separação entre as contribuições de cada modo. Note-se no entanto que 
esta diferença não é importante em sistemas com modos com frequências bem separadas e 
amortecimentos baixos. A ferramenta numérica utilizada no método BFD é essencialmente o 
algoritmo da FFT, o que tem como vantagem o facto do método ser de execução rápida e como 
desvantagens o facto da identificação modal ser efectuada com uma resolução finita em frequência e 
de haver o efeito de leakage nas funções de densidade espectral que são analisadas. 
O método BFD não tem em si mesmo uma técnica para estimar os coeficientes de 
amortecimento, utilizando-se normalmente associado a ele, ou o método da meia potência ou um 
método de ajuste dum espectro analítico aos picos isolados dos auto-espectros das séries de resposta. 
A primeira destas técnicas pode resultar em estimativas pouco correctas para os coeficientes de 
amortecimento. A segunda técnica é um pouco melhor, mas também é difícil aplicá-la na situação de 
modos com frequências muito próximas. 
O método FDD introduz algumas melhorias ao método BFD, nomeadamente, o facto de que 
através do algoritmo SVD, a matriz de funções de densidade espectral da resposta é decomposta nas 
contribuições de cada modo. A identificação das frequências e configurações de modos com 
frequências próximas é assim melhor efectuada com o método FDD do que com o método BFD. A 
limitação da resolução finita em frequência mantém-se, assim como as questões relacionadas com as 
técnicas utilizadas para estimar os coeficientes de amortecimento. 
O método EFDD tem algumas vantagens relativamente ao método FDD, nomeadamente na 
técnica de estimar as frequências e as componentes modais (a limitação da resolução finita em 
frequência é de alguma forma ultrapassada) e introduz também uma técnica para estimar os 
coeficientes de amortecimento. 
Os três métodos RD-BFD, RD-FDD e RD-EFDD são idênticos aos métodos BFD, FDD e 
EFDD, tendo apenas uma diferença na técnica que é utilizada para estimar as funções de densidade 
espectral. Nesses três métodos essas funções são estimadas a partir das funções RD avaliadas 
utilizando o método do decremento aleatório. Pelos motivos anteriormente indicados, as funções de 
densidade espectral assim avaliadas permitem que a identificação modal seja efectuada duma forma 
mais clara e consequentemente com melhores resultados. 
Os métodos no domínio do tempo ou métodos paramétricos, consistem no ajuste de modelos à 
informação experimental. Esses modelos são traduzidos nas matrizes da representação de estado dum 
sistema estocástico no tempo discreto, as quais são de facto o resultado desses métodos de 
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identificação. Os parâmetros modais identificados são portanto calculados a partir dessas matrizes, 
pelo que as características dinâmicas avaliadas com esses métodos correspondem às dos modelos 
ajustados. Com os métodos no domínio do tempo é ultrapassada a limitação da resolução finita em 
frequência que se verifica nos métodos BFD e FDD. 
Um ponto comum a todos os métodos paramétricos é a escolha da ordem do modelo que 
melhor se ajusta à informação experimental e que, portanto, deve ser considerado para extrair os 
parâmetros modais que se pretendem identificar. Para esse fim é de grande utilidade utilizar diagramas 
de estabilização que mostram as características dos pólos avaliados para modelos de ordem crescente, 
comparando-as com as de um modelo de ordem imediatamente inferior. 
Do primeiro grupo de métodos no domínio do tempo, os métodos ITD, MRITD, LSCE e PTD 
consistem no fundo num ajuste de mínimos quadrados às funções de correlação da resposta dum 
sistema. O método SSI-COV introduz uma operação adicional que é a decomposição em valores 
singulares, que tem como efeito o limitar o ajuste de mínimos quadrados a um subespaço onde há uma 
menor influência do ruído existente na resposta dum sistema. Tal traduz-se no facto de em geral se 
conseguirem bons ajustes à informação experimental com modelos de ordem mais baixa do que a que 
é necessária com os outros métodos baseados no ajuste às funções de correlação. 
Do segundo grupo de métodos no domínio do tempo, o método SSI-DATA é semelhante ao 
método SSI-COV. Como principal diferença há o facto de que a avaliação das funções de correlação 
da resposta é substituída por uma operação, implementada através do algoritmo de decomposição QR, 
que pode ser interpretada como uma projecção geométrica do espaço das séries de resposta do 
“futuro” no espaço das séries de resposta do “passado”. 
Como desvantagem do método SSI-DATA relativamente ao método SSI-COV, há o facto de 
ser um método de execução mais lenta. Como vantagem, Peeters (2000) indica o facto de com as 
matrizes identificadas com o método SSI-DATA ser possível efectuar a conversão para as matrizes do 
modelo de inovações que permite efectuar a operação de separação da resposta observada em 
respostas modais. 





Comparação com Modelos Analíticos e sua Modificação 
5.1 Considerações gerais 
Um dos interesses práticos na avaliação experimental das características dinâmicas de 
estruturas é a sua comparação com as características calculadas com modelos analíticos, 
nomeadamente, com modelos de elementos finitos. Pode ainda haver interesse na modificação desses 
modelos, para que as propriedades dinâmicas com eles calculadas sejam tão próximas quanto possível 
das identificadas experimentalmente. Tal constitui uma boa forma de comprovação dos modelos 
analíticos, a qual dá uma maior confiança à sua utilização para a avaliação da resposta dinâmica das 
estruturas em causa. 
Neste capítulo são assim introduzidos alguns aspectos dum domínio directamente relacionado 
com a identificação modal, que é o da comparação com modelos analíticos e sua modificação. 
Considera-se que este tema é por si só tão vasto que poderia ser objecto de outro trabalho de âmbito 
semelhante ao deste, pelo que a apresentação que será efectuada não é de forma alguma exaustiva. No 
entanto, não se quis deixar de abordar alguns aspectos com ele relacionados, quer por já se fazer 
aplicação deles nos exemplos apresentados no capítulo 6, quer para perspectivar melhor todo o 
interesse da identificação modal estocástica. 
Inicialmente serão focadas algumas questões que estão relacionadas com a simples 
compatibilização dos resultados experimentais com os resultados analíticos, de modo a que a sua 
comparação tenha sentido. De seguida analisar-se-ão diversas formas, relativamente simples, de 
efectuar essa comparação e de a quantificar de maneira clara. 
Uma das questões, que ainda tem sido levantada como uma desvantagem da identificação 
modal estocástica, está relacionada com a impossibilidade de se avaliarem experimentalmente os 
vectores modais normalizados relativamente à matriz de massa (ou, de forma equivalente, a massa 
modal). Este aspecto é importante para a modificação de modelos analíticos com base nas 
características dinâmicas experimentais. Recentemente têm sido propostas formas de ultrapassar essa 
questão (Bernal e Gunes, 2002; Parloo et al., 2002; Brincker e Andersen, 2003) algumas das quais 
serão apresentadas neste capítulo. 
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Finalmente serão apresentados os métodos de modificação de modelos que podem ser 
designados por métodos de modificação directa das matrizes de massa e de rigidez (Heylen et al., 
1997; Maia et al., 1998; Genatios et al., 1998), que podem ser utilizados para o ajuste dessas matrizes 
obtidas por via de um modelo analítico, tendo em conta as características dinâmicas identificadas 
experimentalmente. 
A apresentação dos temas abordados será ilustrada, sempre que se considere adequado, com a 
sua aplicação prática ao exemplo que já foi considerado nos capítulos 2 e 4 para concretizar os 
assuntos aí expostos. 
5.2 Compatibilização entre resultados experimentais e analíticos 
Quando se pretende comparar as características dinâmicas calculadas com um modelo 
analítico com as identificadas experimentalmente e com base nestas modificar o modelo, coloca-se a 
questão de ter ambos os resultados expressos em termos dum mesmo referencial, ou seja, duma 
mesma idealização do sistema estrutural em causa. Os graus de liberdade desse sistema, considerados 
para a sua observação experimental (segundo os quais são identificadas as componentes modais), 
devem ter uma correspondência clara com os graus de liberdade do modelo analítico. Normalmente 
verifica-se, no entanto, que o número total de graus de liberdade nos modelos analíticos, excede 
claramente o número de graus de liberdade que na prática é possível observar experimentalmente, 
havendo assim uma discrepância entre as duas situações que se pretendem comparar. 
A disparidade, que normalmente existe entre os graus de liberdade dum modelo analítico e os 
graus liberdade observados experimentalmente, resulta de diversos factores, nomeadamente: 
- nos modelos analíticos é, por um lado, conveniente considerar um elevado número de graus 
de liberdade e, por outro, é actualmente possível fazê-lo, sem que tal signifique tempos de 
cálculo excessivos; 
- experimentalmente, não é possível na prática observar um sistema em todos os graus de 
liberdade que podem ser considerados num modelo analítico, porque: 
- no modelo analítico podem ser considerados graus de liberdade que fisicamente são 
internos ao sistema e portanto não são acessíveis experimentalmente; 
- é muito difícil medir graus de liberdade de rotação; 
- tal representaria um trabalho experimental exagerado; 
- experimentalmente, pode não haver mesmo interesse em observar a resposta dos sistemas 
estruturais numa malha espacial tão refinada como a que pode ser considerada num modelo 
analítico, porque tal não é necessário para que se consiga efectuar uma identificação 
inequívoca dos modos de vibração do sistema na banda de frequências de interesse. 
 Comparação com Modelos Analíticos e sua Modificação 
 253 
A disparidade entre os resultados experimentais e o modelo analítico manifesta-se não só em 
termos do menor refinamento da malha de pontos observados em relação à malha de nós do modelo 
analítico, mas também em termos do número limitado de modos que é possível identificar 
experimentalmente, em virtude das limitações dos transdutores e sistemas de aquisição e das 
características das acções de excitação (conforme já referido no capítulo 2). 
Constatada então a existência de uma discrepância entre os graus de liberdade observados 
experimentalmente e os graus de liberdade dum modelo analítico, importa ultrapassá-la, 
compatibilizando ambas as descrições do sistema, para permitir a sua comparação e a utilização de 
métodos de modificação dos modelos analíticos com base nas características dinâmicas identificadas 
experimentalmente. 
Em primeiro lugar, é conveniente que se verifique uma correspondência directa entre os 
pontos do sistema estrutural onde este é observado experimentalmente e alguns dos nós da malha do 
respectivo modelo analítico (de elementos finitos). Este requisito pode ser facilmente cumprido se o 
planeamento do trabalho experimental e a definição do modelo de elementos finitos forem efectuados 
duma forma integrada. 
Cumprida a condição indicada no parágrafo anterior, os graus de liberdade do modelo de 
elementos finitos ( az ) podem ser subdivididos num subconjunto de graus de liberdade primários ( apz ), 
que têm uma correspondência directa com os graus de liberdade experimentais, e num subconjunto de 













A correspondência directa entre os graus de liberdade observados experimentalmente e os de 
um modelo de elementos finitos pode ser facilmente estabelecida, no entanto, é ainda necessário 
compatibilizar a dimensão das matrizes e vectores do modelo de elementos finitos com a dimensão das 
matrizes e vectores do modelo experimental. Essa compatibilização de dimensões pode ser feita 
fundamentalmente por duas vias: redução do modelo analítico, ou expansão do modelo experimental. 
A redução do modelo analítico corresponde a uma eliminação dos graus de liberdade 
secundários nos seus vectores e matrizes. A redução dos vectores das componentes modais é bastante 
simples, pois consiste na simples omissão das componentes relativas aos graus de liberdade 
secundários (em alguns casos de aplicação que serão apresentados no capítulo 6, procede-se dessa 
forma para comparar as componentes modais calculadas com modelos de elementos finitos, com as 
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avaliadas com métodos de identificação modal estocástica). A redução das matrizes do modelo 
analítico não é tão simples, havendo diversas técnicas para o fazer, que serão apresentadas em 5.2.1. 
A expansão do modelo experimental corresponde à expansão das componentes modais 
identificadas para todos os graus de liberdade do modelo de elementos finitos. A maioria das técnicas 
de expansão, envolvem a utilização do próprio modelo analítico para efectuar a expansão da 
informação experimental. Em 5.2.2 apresentam-se diversas técnicas de expansão de modelos. 
Pode-se colocar a questão de saber qual dos procedimentos, redução do modelo analítico ou 
expansão do modelo experimental, deverá ser adoptado. A opção adequada depende dos objectivos 
que se pretendem atingir ao cruzar a informação obtida experimentalmente com a calculada com o 
modelo analítico. 
No caso de apenas se pretender efectuar uma comparação entre um modelo analítico e os 
resultados experimentais, os métodos de redução de modelos, serão em princípio suficientes. Nestes 
métodos de redução de modelos há sempre alguma perda ou dispersão da informação espacial do 
modelo, o que os torna menos adequados se o objectivo for o de localizar os nós ou elementos onde se 
verificam as maiores diferenças entre o modelo analítico e os resultados experimentais, ou ainda se o 
objectivo for o de modificar o modelo ajustando-o às características dinâmicas identificadas. 
Os métodos de expansão de modelos são portanto, em princípio, preferíveis em situações em 
que o objectivo é a localização das zonas onde se verificam as diferenças entre o modelo analítico e os 
resultados experimentais ou a própria modificação do modelo analítico. No entanto, se o número de 
graus de liberdade do modelo analítico for consideravelmente superior ao número de graus de 
liberdade observados experimentalmente, através da expansão, a informação obtida por via 
experimental acaba por se diluir excessivamente (Maia et al., 1998), sendo então difícil atingir o 
objectivo pretendido de localização de diferenças ou de modificação do modelo analítico. 
5.2.1 Técnicas de redução de modelos 
Com as técnicas de redução de modelos exprimem-se as matrizes e vectores do modelo 
analítico em termos dos graus de liberdade primários. Define-se então uma relação entre esses graus 
de liberdade e os graus de liberdade secundários, que pode ser expressa através de matrizes de 
transformação Ts ou T, conforme se indica nas expressões seguintes: 
 a as s p=z T z  (5.2) 
 a a ap p
s
 = =   
z T z zT
Ι  (5.3) 
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A matriz de transformação T permite obter as matrizes reduzidas, de massa Mr e de rigidez Kr, 
a partir das matrizes completas M e K, através das relações (Heylen et al., 1997): 
 eT Tr r= =M T M T K T K T  (5.4) 
A maneira de definir as matrizes de transformação T ou Ts, distingue as diversas técnicas de 
redução de modelos, que adiante serão apresentadas. Antes porém, importa demonstrar que as matrizes 
reduzidas Mr e Kr são apenas uma descrição aproximada do modelo analítico, relativamente às 
matrizes completas M e K (Heylen et al., 1997). Para tal, considere-se a equação de equilíbrio 
dinâmico do modelo analítico, assumindo que o amortecimento é nulo, particionando as matrizes em 
termos dos graus de liberdade primários e secundários, e considerando que nos graus de liberdade 
secundários não há forças exteriores aplicadas: 
 ( )2 2
a
pp ps pp psa p p
a
sp ss sp ss s
ω ω
        − = ⇔ − =                 
K K M M z P
K M z P K K M M 0z
 (5.5) 
A partir da 2ª equação do sistema (5.5) pode-se determinar a relação: 
 ( ) ( )12 2a as ss ss sp sp pω ω
−
= − − −z K M K M z  (5.6) 
Considerando agora a relação (5.6) e introduzindo-a na 1ª equação do sistema (5.5) obtém-se: 
 ( ) ( )( ) ( )( )12 2 2 2
rigidez dinâmica
a
ss ss ps ps ss ss sp sp p pω ω ω ω
−
− − − − − =K M K M K M K M z P  (5.7) 




r r p pω− =K M z P  (5.8) 
Comparando as expressões para a rigidez dinâmica nas equações (5.7) e (5.8), é imediato 
verificar que não é possível conseguir, com as matrizes reduzidas Mr e Kr, que em todas as frequências 
haja uma equivalência dessa rigidez dinâmica entre o modelo reduzido e o modelo completo. 
Técnica de redução dinâmica: 
Na técnica de redução dinâmica (Kidder, 1973), a matriz de transformação é dada pela relação 
(5.6) avaliada numa determinada frequência ωr, ou seja: 
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 ( ) ( )12 2s ss r ss sp r spω ω
−
= − − −T K M K M  (5.9) 
Com esta técnica as matrizes reduzidas Mr e Kr permitem fazer uma avaliação exacta do 
comportamento dinâmico do modelo completo apenas na frequência ωr. Nas restantes frequências há 
sempre algum grau de aproximação que é tanto maior quanto mais afastadas de ωr forem as 
frequências em causa. 
Uma situação especial da técnica de redução dinâmica é a redução de Guyan (Guyan, 1965) 
em que se considera ωr = 0, nesse caso a matriz de transformação é dada por: 
 ( ) ( )1s ss sp−= −T K K  (5.10) 
Técnica SEREP: 
Na técnica SEREP (system equivalent reduction expansion process) (O’Callahan et al., 1989) 
a matriz de transformação é avaliada impondo que a relação (5.3) se verifique para todos os modos de 
vibração calculados com o modelo completo na banda de frequências de interesse, ou seja: 
 a ap=TΦ Φ  (5.11) 
Uma vez que normalmente o número de modos na banda de frequências de interesse é menor 
do que o número de graus de liberdade primários, a equação (5.11) é indeterminada. Assim para 
determinar a matriz T na expressão (5.11), utiliza-se a pseudo-inversa de apΦ , obtendo-se: 




















Com esta técnica consegue-se que as frequências e modos de vibração do modelo reduzido 
sejam coincidentes com as do modelo completo. Pode no entanto acontecer que as matrizes reduzidas 
não tenham característica completa (Heylen et al., 1997). 
Técnica IRS: 
Na técnica IRS (improved reduced system) (O’Callahan, 1989) a matriz de transformação é 
determinada através dum processo iterativo que consiste nos passos seguintes: 
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O processo iterativo indicado nas expressões (5.13) é iniciado considerando que: 
 ( ) ( )10 0 0 \ 2 \e a ar r p r pω
− +
 = =  T 0 M K Φ Φ  (5.14) 
em que: ωr são as frequências naturais do sistema, calculadas com o modelo analítico. 
5.2.2 Técnicas de expansão de modelos 
Com as técnicas de expansão de modelos, as componentes modais avaliadas 
experimentalmente para os graus de liberdade primários são expandidas para todos os graus de 
liberdade do modelo analítico. 
As matrizes de transformação das técnicas de redução acima apresentadas podem também ser 
utilizadas em técnicas de expansão, uma vez que elas definem uma relação (5.2) entre os graus de 
liberdade primários e os graus de liberdade secundários. Essas matrizes, que são estabelecidas com 
base no modelo analítico, podem ser utilizadas para expandir para os graus de liberdade secundários, 
as componentes modais identificadas para os graus de liberdade primários, através da relação: 
 e es s p=TΦ Φ  (5.15) 
em que: epΦ  são as componentes modais identificadas experimentalmente para os graus de 
liberdade primários; 
e
sΦ  são as componente modais expandidas para os graus de liberdade secundários. 
Apresentam-se em seguida outras técnicas de expansão de modelos. 
Técnica de substituição pelas componentes modais calculadas com o modelo: 
Esta é uma técnica bastante simples que consiste apenas em considerar, nos vectores de 
componentes modais experimentais, como valores referentes aos graus de liberdade secundários, as 
componentes modais calculadas com o modelo analítico, ou seja: 














Para completar as componentes modais experimentais com as componentes modais 
calculadas, ambos os vectores de componentes modais referentes aos graus de liberdade primários, 
devem estar normalizados de maneira a que se verifique a relação: 
 e ap s=Φ Φ  (5.17) 
Técnica das coordenadas modais: 
Nesta técnica (Lipkens e Vandeurzen, 1987), as componentes modais experimentais nos graus 
de liberdade primários são consideradas como uma combinação linear das componentes modais 
calculadas com o modelo analítico para esses mesmos graus de liberdade, ou seja: 
 e ap p= qΦ Φ  (5.18) 
A matriz q dos coeficientes da combinação linear pode ser determinada através de: 
 ( )†a ep p=q Φ Φ  (5.19) 
e utilizada para efectuar a expansão das componentes modais identificadas, através de: 
 e as s= qΦ Φ  (5.20) 
Técnicas de interpolação e extrapolação: 
Para estimar as componentes modais nos graus de liberdade não observados (secundários) 
podem-se utilizar técnicas de interpolação ou extrapolação a partir das componentes modais 
identificadas para os graus de liberdade primários. Para tal, podem ser utilizadas splines ou funções 
polinomiais. Note-se que com este tipo de técnicas não se utiliza de facto o modelo analítico para 
efectuar a expansão dos valores experimentais, o que pode ser considerado como uma vantagem uma 
vez que, para efeitos de comparação, há uma separação mais clara entre as componentes experimentais 
e as calculadas com o modelo. Estas técnicas são também vantajosas, no caso dos pontos do sistema 
estrutural, observados experimentalmente, não coincidirem com os nós do modelo analítico, 
permitindo fazer a transformação das componentes modais, de uns para os outros. 
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5.3 Comparação entre resultados experimentais e analíticos 
Uma vez resolvida a questão da compatibilização entre resultados experimentais e analíticos, 
pode-se efectuar a sua comparação de modo a poder-se ajuizar sobre a qualidade dos modelos 
analíticos em face da informação experimental. Dependendo do resultado dessa fase de comparação 
entre os resultados experimentais e analíticos, pode-se tomar uma decisão sobre a necessidade ou não 
de modificar os modelos analíticos. Essa comparação pode ser efectuada com base em diversos 
critérios ou indicadores de correlação que são apresentados em seguida. 
Exemplo: O exemplo que foi considerado nos capítulos 2 e 4, para concretizar os fundamentos analíticos e os 
procedimentos dos métodos de identificação modal estocástica, é também utilizado neste capítulo para ilustrar o 
tema da comparação com modelos analíticos e sua modificação. Relativamente a este exemplo, importa salientar 
que a questão da compatibilização entre os resultados experimentais e analíticos foi já resolvida, uma vez que em 
ambas as situações está-se a analisar um sistema com 4 graus de liberdade. 
Rescrevem-se em seguida as matrizes e vectores do modelo analítico: 
[ ] 6 1
1777 0 0 0 22, 202 -11,179 0,504 0,017
0 1773 0 0 -11,179 17,359 -7, 445 0, 403
0 0 1770 0 0,504 -7, 445 13,613 -6,651
0 0 0 1712 0,017 0, 403 -6,651 6, 216
Matriz de massa Matriz de rigidez 10 Frequências kg N.m H−  
   
   = =   
   
   
M K
[ ]
0, 256 0,747 -0,669 1,0003,73
0,526 1,000 -0,176 -0,93610, 23
0,826 0,177 1,000 0, 43516, 25
1,000 -0,895 -0,580 -0,12821,65











Quanto aos resultados experimentais, vão-se considerar os valores identificados com o método EFDD: 
[ ]
0,184 0,659 -0, 410 1,0002,98
0,380 1,000 -0,372 -0,7488,04
0,812 0, 234 1,000 0,14511,66
1,000 -0,708 -0,588 -0,02918,18











Comparação entre as frequências dos modos de vibração: 
O primeiro aspecto a considerar na comparação entre as características dinâmicas identificadas 
experimentalmente e as calculadas com um modelo de elementos finitos é a confrontação dos valores 
das frequências. Para o fazer importa ter em atenção que se devem comparar as frequências de modos 
de vibração correspondentes, pelo que é necessário analisar também as respectivas configurações, caso 
contrário, podem-se estar a fazer comparações sem sentido. 
Para comparar as frequências experimentais com as calculadas é comum listarem-se os seus 
valores num quadro, eventualmente também com a indicação de erros relativos entre esses valores. 
Uma forma de comparação que permite ter uma visualização mais imediata da qualidade do ajuste 
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entre ambos os valores, é através de um gráfico em que se traçam os valores das frequências 
calculadas com o modelo em função dos valores das frequências identificadas para os correspondentes 
modos de vibração. No caso do ajuste ser perfeito, os pontos desse gráfico devem estar todos 
localizados numa recta de declive unitário e ordenada na origem nula; os desvios relativamente a essa 
situação ideal, são assim facilmente perceptíveis ao analisar esse tipo de representação gráfica. 
Exemplo: No quadro 5.1 comparam-se as frequências calculadas com o modelo com as identificadas 
experimentalmente, indicando-se também os erros dos valores calculados relativamente aos experimentais. 
Quadro 5.1 – Frequências calculadas com o modelo e identificadas experimentalmente. 
modo f modelo (Hz) f experimental (Hz) erro relativo (%) 
1 3,73 2,98 + 25 
2 10,23 8,04 + 27 
3 16,25 11,66 + 39 
4 21,65 18,18 + 19 
 
Na figura 5.1 faz-se também uma comparação entre as frequências calculadas com o modelo e as identificadas 
experimentalmente. 

















Figura 5.1 – Comparação entre as frequências calculadas com o modelo e as identificadas experimentalmente. 
Analisando o quadro 5.1 e a figura 5.1 pode-se verificar que há ainda diferenças importantes entre as frequências 
calculadas com o modelo analítico e as identificadas com um método de identificação modal estocástica. O 
modelo analítico é ainda muito rígido relativamente ao modelo físico onde foi efectuado o ensaio de medição de 
vibrações ambiente. Conforme já foi referido no capítulo 4, essas diferenças justificam-se devido a alguns danos 
que o modelo físico ensaiado apresentava e que não foram representados no modelo analítico. 
É importante também notar que há modos em que a diferença relativa entre frequências calculadas e 
experimentais é maior do que noutros modos. Esta informação é por si só muito importante para a modificação 
do modelo analítico e/ou identificação das zonas do modelo físico que estão mais danificadas. 
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Associando a análise das diferenças entre frequências com as configurações dos respectivos modos de vibração, 
podem-se, de certa forma, tirar algumas conclusões sobre quais os elementos do modelo analítico cujas 
propriedades devem ser modificadas ou sobre quais as zonas do modelo físico que têm mais danos. Neste caso, é 
para o 3º modo de vibração que se verifica uma maior diferença relativa entre frequências calculadas e 
experimentais. Os elementos a modificar ou os danos no modelo físico devem assim estar situados em zonas em 
que a configuração do 3º modo apresenta maiores amplitudes ou onde é maior a energia de deformação 
associada a essa configuração. 
Comparação visual das configurações modais: 
A forma mais imediata de efectuar a comparação entre as componentes modais calculadas 
com um modelo analítico e as identificadas experimentalmente, é através da comparação da sua 
representação gráfica. Para tal, deve haver o cuidado de ter as componentes modais normalizadas da 
mesma maneira. 
Exemplo: Nas figuras 5.2 e 5.3 comparam-se as componentes modais calculadas com o modelo analítico com as 
identificadas com o método EFDD. As representações gráficas da figura 5.2, foram obtidas através do processo 
já utilizado no capítulo 4, correspondendo portanto às deformadas do modelo de elementos finitos, resultantes da 
imposição de deslocamentos longitudinais nos diversos pisos, com valores iguais às componentes modais que se 
pretende representar. 
representação gráfica das componentes modais calculadas com o modelo analítico 
 1º modo – f = 3,73 Hz 2º modo – f = 10,23 Hz 3º modo – f = 16,25 Hz 4º modo – f = 21,65 Hz 
     
representação gráfica das componentes modais identificadas com o método EFDD 
 1º modo – f = 2,98 Hz 2º modo – f = 8,04 Hz 3º modo – f = 11,66 Hz 4º modo – f = 18,18 Hz 
     
Figura 5.2 – Comparação entre componentes modais calculadas e identificadas com o método EFDD. 
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 1º modo 2º modo 3º modo 4º modo 
     
componentes modais calculadas com o modelo analít ico componentes modais identificadas com o método EFDD  
Figura 5.3 – Comparação entre componentes modais calculadas e identificadas com o método EFDD. 
Tal como se comentou em relação às frequências, existem também algumas diferenças entre as componentes 
modais calculadas com o modelo analítico e as identificadas experimentalmente. 
Uma outra forma de comparar as componentes modais, calculadas com um modelo analítico 
com as identificadas experimentalmente, é através de um gráfico em que se traçam em ordenadas as 
componentes modais calculadas com o modelo analítico e em abcissas as componentes modais 
identificadas experimentalmente. Esse gráfico, que pode ser designado por gráfico de 45° (Heylen et 
al., 1997), permite ter uma visualização imediata do ajuste entre as componentes modais analíticas e as 
experimentais, pois no caso desse ajuste ser perfeito, todos os pontos representados ficam situados 
numa recta de declive unitário com ordenada na origem nula. 
Exemplo: Na figura 5.4 apresentam-se os gráficos de 45° que comparam as componentes modais calculadas com 
o modelo analítico com as identificadas com o método EFDD. 



















































































Figura 5.4 – Gráficos de 45° comparando as componentes modais calculadas com as identificadas. 
Coeficiente MAC: 
Para comparar as componentes modais calculadas com um modelo analítico com as 
identificadas experimentalmente, pode-se utilizar o coeficiente MAC (modal assurance criterion) 
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(Allemang e Brown, 1982) que traduz a correlação que é visualizada nos gráficos de 45°, 
exprimindo-a num único valor. O coeficiente MAC é um coeficiente de correlação que pode ser 








T Ta a e e
i i j j
( i, j )− =MAC
ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ
 (5.21) 
em que: aiϕ  é o vector de componentes modais calculadas com o modelo analítico para o modo i; 
e
jϕ  é o vector de componentes modais identificadas experimentalmente para o modo j. 
O coeficiente MAC pode assumir valores que variam entre 0 e 1. Valores iguais a 1 indicam 
que há uma correlação muito boa entre os vectores de componentes modais, enquanto que valores 
próximos de 0 mostram que a correlação é muito baixa. 
Para comparação entre as componentes modais analíticas e experimentais, é usual determinar 
a matriz completa de coeficientes MAC, relacionando cada modo analítico com todos os modos 
experimentais. Os elementos da diagonal principal dessa matriz, devem apresentar valores próximos 
de 1 (> 0,8) para que se considere que existe uma boa correlação entre as componentes modais 
analíticas e as experimentais. 
Exemplo: Considerando as componentes modais calculadas com o modelo analítico e as identificadas com o 
método EFDD, calculou-se a matriz de coeficientes MAC que se apresenta em seguida. É bastante comum 
utilizar a representação dos valores dessa matriz, num gráfico de barras tridimensional, tal como o apresentado 
na figura 5.5, o que permite ter um percepção mais imediata da correlação entre as componentes modais. 
 
0,989 0,008 0,001 0,001
0,012 0,987 0,000 0,001
0,001 0,000 0,942 0,049








 Figura 5.5 – Matriz dos coeficientes MAC. 
Neste caso os elementos da diagonal principal da matriz de coeficientes MAC, são já próximos de 1. Note-se no 
entanto, que desses elementos, o que tem valor mais baixo, é o relativo ao 3º modo de vibração. 
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Coeficiente COMAC: 
Com o coeficiente COMAC (coordinate modal assurance criterion) (Lieven e Ewins, 1988) 
avalia-se a correlação, para cada grau de liberdade, entre todos os modos analíticos e experimentais. 
Para um grau de liberdade j, o coeficiente COMAC é determinado através da expressão seguinte: 
 
( ) ( )
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ϕ ϕ ϕ ϕ
 (5.22) 
em que: aiϕ  e 
e
iϕ  são os vectores de componentes modais, respectivamente, analíticas e 
experimentais, correspondentes ao modo i; 
n é o número de modos de vibração. 
O coeficiente COMAC pode ter valores que variam entre 0 e 1. Valores iguais a 1 indicam que 
há uma correlação muito boa entre as componentes modais no grau de liberdade a que se refere o 
coeficiente, enquanto que valores próximos de 0 mostram que a correlação é muito baixa. 
Para calcular o coeficiente COMAC é conveniente que as componentes modais analíticas e 
experimentais, estejam normalizadas duma maneira consistente (Heylen et al., 1997). Importa também 
salientar que enquanto com o coeficiente MAC é feita uma comparação modo a modo, com o 
coeficiente COMAC faz-se uma comparação grau de liberdade a grau de liberdade. 
Exemplo: Considerando as componentes modais calculadas com o modelo analítico e as identificadas com o 





















COMAC (-)  
Figura 5.6 – Coeficientes COMAC. 
Os valores calculados para os coeficientes COMAC são já próximos de 1, no entanto, é de salientar que a 
comparação entre os valores obtidos para cada grau de liberdade, permite constatar alguns aspectos importantes. 
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O menor dos coeficientes COMAC verifica-se no grau de liberdade 3 (3º piso) o que indica que as maiores 
diferenças entre o modelo analítico e o modelo físico ensaiado, verificam-se nos elementos estruturais 
directamente relacionados com esse grau de liberdade. Neste exemplo, este facto pode ser encarado sob uma 
perspectiva de modificação do modelo analítico (os referidos elementos estruturais são os que devem sofrer as 
maiores alterações) ou sob uma perspectiva de detecção de danos no modelo físico (os referidos elementos 
estruturais do modelo físico são os que devem estar mais danificados, e de facto, neste caso, sabe-se que assim é, 
conforme já descrito no capítulo 4). 
O coeficiente COMAC pode portanto, dar um contributo importante na localização dos elementos a modificar 
num modelo analítico, ou na localização dos elementos estruturais danificados num problema de detecção de 
danos. 
5.4 Normalização das componentes modais na identificação modal estocástica 
Na abordagem até agora efectuada ao longo deste trabalho têm sido salientadas diversas 
vantagens da identificação modal estocástica, nomeadamente no que se refere à avaliação 
experimental das características dinâmicas de estruturas de grandes dimensões como é o caso das 
estruturas de engenharia civil. Essas vantagens derivam sobretudo da maior facilidade de execução do 
trabalho experimental necessário para a identificação modal estocástica, em comparação com o 
exigido pelos ensaios com controlo e medição das forças de excitação, necessários para os métodos de 
identificação modal clássica. 
A identificação modal estocástica tem no entanto algumas desvantagens. Uma das que têm 
sido levantadas está relacionada com a impossibilidade de se avaliarem experimentalmente os vectores 
modais normalizados relativamente à matriz de massa (ou, de forma equivalente, a massa modal). Este 
é um aspecto importante para a modificação de modelos analíticos ou para a detecção de danos com 
base nas características dinâmicas experimentais. De facto, em diversos métodos de modificação de 
modelos analíticos é necessário que os vectores modais estejam normalizados relativamente à matriz 
de massa, sendo este o motivo que leva a incluir neste capítulo, o tema que será abordado em seguida. 
Uma maneira simples de ultrapassar a dificuldade referida no parágrafo anterior, é assumindo 
a hipótese que a matriz de massa é conhecida. Outros métodos têm sido recentemente propostos 
(Parloo et al., 2002; Brincker e Andersen, 2003) que envolvem a realização de diversos ensaios de 
medição da resposta dum sistema, introduzindo-lhe alterações de massa conhecidas. 
Normalização das componentes modais assumindo que a matriz de massa é conhecida: 
Uma forma simples de conseguir normalizar relativamente à matriz de massa, os vectores 
modais obtidos com métodos de identificação modal estocástica, é assumindo a hipótese que a matriz 
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de massa é conhecida. Por exemplo, que é a obtida com o auxílio dum modelo de elementos finitos. 
Em muitas situações práticas, é aceitável assumir esta hipótese, pois é possível quantificar 
razoavelmente bem a massa dos sistemas estruturais (e a sua distribuição), sendo a informação 
experimental importante para a avaliação das suas características de rigidez e de amortecimento. 
Assumindo então que a matriz de massa é conhecida, a modificação dum modelo analítico com base 
nas características dinâmicas identificadas experimentalmente, incidirá sobre os termos da sua matriz 
de rigidez e na consideração dos valores identificados para os coeficientes de amortecimento, 
eventualmente, para formação da matriz de amortecimento. 
Normalmente, nos métodos de identificação modal estocástica, os vectores de componentes 
modais identificadas experimentalmente eϕ  são normalizados de modo que a sua maior componente 
seja unitária, ou de forma que o seu módulo seja unitário, ou seja, de maneira que se verifique a 
relação seguinte: 
 ( ) 1Te e =ϕ ϕ  (5.23) 
A relação α entre o vector de componentes modais normalizadas relativamente à matriz de 
massa emϕ  e o respectivo vector de componentes modais 
eϕ , pode ser designada por factor de 
normalização, sendo igual ao inverso da raiz quadrada da massa modal respectiva: 
 1e e emi i i i
im
α= =ϕ ϕ ϕ  (5.24) 
Exemplo: Para o exemplo que tem sido utilizado nos capítulos 2, 4 e 5, para ilustrar os temas abordados neste 
trabalho, considerou-se a matriz de massa obtida com o auxílio dum modelo de elementos finitos, e obteve-se a 
matriz dos vectores modais normalizados relativamente a essa matriz de massa, considerando as componentes 
modais identificadas experimentalmente com o método EFDD. 
[ ]
0,184 0,659 -0, 410 1,0001777 0 0 0
0,380 1,000 -0,372 -0,7480 1773 0 0
0,812 0, 234 1,000 0,1450 0 1770 0
1,000 -0,708 -0,588 -0,0290 0 0 1712











3195 14 46 -18
14 3500 -13 -60
46 -13 2906 51
-18 -60 51 2808
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3 0 5z de massa     10
1,0 0,0 0,0 0,03,255 11,139 -7,606 18,871
0,0 1,0 0,0 0,06,723 16,903 -6,901 -14,115
0,0 0,0 1,0 0,014,366 3,955 18,551 2,736
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Normalização das componentes modais introduzindo alterações de massa conhecidas: 
Uma via alternativa para normalizar, em relação à matriz de massa, as componentes modais 
avaliadas com métodos de identificação modal estocástica, consiste na realização de ensaios de 
medição da resposta dos sistemas estruturais às acções ambiente, em que são introduzidas alterações 
conhecidas na sua massa. Nesse caso, conforme se demonstrará adiante, através das características 
dinâmicas identificadas para o sistema na situação normal e na situação com massa alterada, 
conseguem-se obter os factores de normalização (ou as massas modais), que permitem avaliar as 
componentes modais normalizadas relativamente à matriz de massa. Na prática, pode haver alguma 
dificuldade em conseguir efectuar este tipo de ensaios (com introdução duma alteração de massa), essa 
dificuldade é no entanto, em princípio, menor do que a associada com a realização de ensaios com 
controlo e medição das forças de excitação. 
A técnica referida no parágrafo anterior, de obter os factores de normalização através da 
introdução de alterações conhecidas na massa dos sistemas, foi proposta por Parloo et al. (2002) e 
posteriormente aprofundada por Brincker e Andersen (2003). A expressão para o factor de 
normalização proposta por Parloo et al. (2002) só é válida assumindo que as alterações de massa 
introduzidas no sistema não induzem alterações significativas na configuração do modo que se 
pretende normalizar e que as alterações na respectiva frequência são muito pequenas. Brincker e 
Andersen (2003) propõem uma expressão diferente, cuja validade exige apenas que as alterações de 
massa não introduzam mudanças significativas na configuração do modo a normalizar. Considera-se 
esta última formulação como tendo maior utilidade, pelo que é a que se apresenta em seguida. 
Considerando então um sistema estrutural não amortecido, o problema de valores e vectores 
próprios correspondente ao comportamento em regime livre desse sistema, é expresso através da 
equação, já apresentada no capítulo 2, que se indica em seguida: 
 ( )2i iω =− ϕΚ Μ 0  (5.25) 
Particularizando a expressão (5.25) para um modo de vibração de frequência ω1 e 
configuração ϕ1 que após a introdução de uma alteração ∆M na massa do sistema, se modifica 
passando a ter uma frequência ω2 e uma configuração ϕ2, obtém-se: 
 Sistema inicial: ( )21 1ω =− ϕΚ Μ 0  (5.26) 
 Sistema com alteração de massa: ( )( )22 2ω + ∆ =− ϕΚ Μ Μ 0  (5.27) 
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Igualando as duas expressões (5.26) e (5.27), após algumas simplificações obtém-se a equação 
seguinte: 
 ( ) ( )2 2 21 2 2 2 1 1 2 2ω ω ω− + + ∆ =ϕ ϕ ϕ − ϕ ϕΚ Μ Μ 0  (5.28) 
Assumindo que a alteração de massa é efectuada de maneira que a modificação dos modos de 
vibração é pouco significativa, ou seja, que ϕ1 ≈ ϕ2 = ϕ, obtém-se: 
 ( )2 2 21 2 2ω ω ω= ∆ϕ − ϕΜ Μ  (5.29) 
Pré-multiplicando ambos os termos de (5.29) por ϕT, e tendo em conta que ϕT M ϕ é a massa 
modal correspondente ao modo ϕ, obtém-se a expressão seguinte para o factor de normalização: 
 
2 2 2 2
2 2











ϕ ϕ ϕ ϕΜ Μ
 (5.30) 
Para que a expressão (5.30) seja válida, é apenas necessário que a alteração de massa 
introduzida no sistema estrutural não induza uma alteração significativa na configuração dos modos de 
vibração que se pretendem normalizar. Esta exigência significa no fundo que as alterações de massa 
devem ser efectuadas de maneira que em todos os graus de liberdade seja introduzida a mesma 
alteração relativa de massa. Na prática, esta metodologia exige portanto que antes de se efectuar o 
trabalho experimental, se tenha uma ideia razoável da maneira como se distribui a massa no sistema. 
Nesta metodologia é também conveniente que a alteração de massa introduzida no sistema, 
seja suficiente para induzir uma alteração nas suas frequências naturais de vibração, que seja 
significativa para a precisão com que é efectuada a identificação dos seus valores. 
Exemplo: Para exemplificar a técnica de normalização das componentes modais identificadas, através da 
introdução de alterações de massa num sistema, efectuaram-se uma série de 4 ensaios de medição de vibrações 
ambiente num modelo de um edifício de 4 pisos, introduzindo-lhe alterações de massa conhecidas. Esses ensaios 
foram realizados no modelo que tem sido utilizado para ilustrar os temas abordados neste trabalho, mas com 
massas adicionais diferentes das até agora consideradas. Para esses ensaios, as massas adicionais no modelo, 
foram materializadas com cubos de betão, dos utilizados nos ensaios de determinação de tensões de rotura (tendo 
cada um, uma massa de cerca de 8 kg). Assim, foi possível efectuar mais facilmente a introdução de pequenas 
alterações de massa (aproximadamente proporcionais à massa inicial) e fazer também uma verificação da 
capacidade das técnicas de identificação modal utilizadas, para detectar as alterações assim induzidas nas 
características dinâmicas do modelo. 
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As diferentes situações de massas adicionais consideradas nos 4 ensaios efectuados, são ilustradas nas figuras 5.7 
e 5.8. Os ensaios B, C e D correspondem a alterações de massa de cerca de, respectivamente, 6 %, 12 % e 24 % 
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60 cubos/piso (240 cubos)
1ª alteração de massa:
+8 cubos/piso (+32 cubos) em
relação à situação inicial
2ª alteração de massa:
+16 cubos/piso (+64 cubos) em
relação à situação inicial
3ª alteração de massa:
+32 cubos/piso (+128 cubos)
em relação à situação inicial
 
Figura 5.7 – Esquemas do modelo nas diferentes situações de massas adicionais. 
 ensaio A ensaio B ensaio C ensaio D 
    
Figura 5.8 – Vistas do modelo nos quatro ensaios com diferentes situações de massas adicionais. 
Em cada uma das quatros situações de massas adicionais diferentes, ilustradas nas figuras 5.7 e 5.8, efectuou-se 
um ensaio de medição de vibrações ambiente. Esses ensaios foram efectuados de forma semelhante ao ensaio 
descrito no capítulo 4 e cujos registos têm vindo a ser considerados neste trabalho para exemplificar os temas 
abordados. Na análise que se segue, também só se analisam os registos na direcção longitudinal do modelo, por 
uma questão de concisão deste exemplo. 
O equipamento utilizado nestes ensaios foi configurado de forma idêntica à descrita no capítulo 4, ou seja, com 
capacidade de discretizar uma amplitude mínima de aceleração de 0,076 µg. Os registos foram obtidos com uma 
frequência de amostragem de 1000 Hz e a sua duração total em cada ensaio foi de cerca de 60 minutos. 
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Os registos obtidos nos ensaios foram pré-processados com remoção de média, filtragem passa-baixo com 
frequência de corte a 25 Hz com um filtro de tipo Butterworth de ordem 8 e decimação para uma frequência de 
62,5 Hz. Em seguida utilizou-se a técnica do decremento aleatório para estimar as funções RD. Para tal 
considerou-se a condição inicial de passagem por nível (com o valor do nível óptimo, de acordo com o exposto 
no capítulo 4) e seleccionaram-se amostras com uma duração de cerca de 33 segundos (2048 valores a 62,5 Hz) 
de forma a permitir que as funções RD decaíssem praticamente até zero dentro desse período de tempo. Aplicou-
se em seguida o método RD-BFD descrito no capítulo 4. Na figura 5.9 apresentam-se os espectros normalizados 





Figura 5.9 – ANPSD para cada um dos ensaios com diferentes situações de massas adicionais. 
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Os espectros representados na figura 5.9 têm uma resolução em frequência de ∆f = 0,031 Hz, correspondente à 
duração com que foram estimadas as funções RD (2048 valores a 62,5 Hz). Nesses espectros estão também 
indicados os valores das frequências que foram identificadas como correspondentes a modos naturais de 
vibração do modelo do edifício, na direcção longitudinal. Um primeiro aspecto a comentar tem a ver com o facto 
de que, com o método de identificação modal utilizado, foi de facto possível detectar as alterações nas 
frequências naturais de vibração, induzidas pelas mudanças de massa efectuadas no modelo do edifício. 
Indicam-se em seguida os valores das frequências e componentes modais identificadas com o método RD-BFD 
para cada um dos ensaios efectuados com massas adicionais diferentes. Para o ensaio A, que constitui uma 
situação de referência, indicam-se também os valores da massa inicial (estimados tendo em conta a geometria 
dos elementos estruturais do modelo, a massa específica do betão armado e as massas adicionais colocadas nesse 
ensaio) e dos factores de normalização α determinados a partir desses valores assumidos para a massa do 
sistema. Para os ensaios B, C e D indicam-se também os coeficientes MAC entre os respectivos vectores modais 
identificados e os vectores modais identificados no ensaio A, a variação de massa introduzida em cada piso nesse 
ensaio relativamente ao ensaio A, a variação entre as respectivas frequências identificadas relativamente às 
frequências identificadas no ensaio A, e os factores de normalização α determinados de acordo com a expressão 
(5.30) tendo em conta as variações de massa e de frequência relativamente ao ensaio A. 
[ ]
ensaio A - situação inicial
freq. componentes modais identificadas
0,186 0,673 -0,365 1,0003,601
0,378 1,000 -0,289 -0,5859,766
0,826 0,176 1,000 0,07914,038
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ensaio B - 1ª alteração de massa
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B-A B-AMAC  [-]  [kg]entificadas
0,185 0,674 -0,239 1,000 1 000 64 1
0,375 1,000 -0,141 -0,588 1 000 63 3
0,825 0,167 1,000 0,169 0 957 63 2
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B-A [Hz] factores  [kg ]
0 122 0 0245
0 275 0 0217
0 977 0 0386
0 550 0 0246
ensaio C - 2ª alteração de massa
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C-A C-A CMAC  [-]  [kg]icadas
0,184 0,674 -0,358 1,000 1 000 127 7
0,371 1,000 -0,320 -0,815 1 000 126 5
0,824 0,171 1,000 0,211 0 998 126 1
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-A [Hz] factores  [kg ]
0 214 0 0235
0 550 0 0222
1 251 0 0314
2 045 0 0355
ensaio D - 3ª alteração de massa
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D-A D-A D-MAC  [-]  [kg]cadas
0,178 0,677 -0,415 1,000 1 000 255 3
0,362 1,000 -0,336 -0,520 0 999 254 5
0,823 0,170 1,000 -0,333 0 997 255 0
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A [Hz] factores  [kg ]
0 336 0 0302
0 794 0 0273
1 282 0 0319
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Para analisar os valores acima indicados é importante ter em conta um aspecto, que já foi referido no capítulo 4, 
que é o facto do modelo que foi utilizado nestes ensaios estar danificado. Assim, tendo em conta que as 
alterações de massa introduzidas no modelo implicaram também aumentos da compressão nas secções dos 
pilares, pode daí ter resultado um aumento de rigidez que não foi uniforme em todos os elementos, mas terá sido 
maior nas secções mais fendilhadas. Há portanto algumas não-linearidades resultantes dos danos existentes no 
modelo, que desvirtuam um pouco o exemplo que se pretende dar do método de normalização das componentes 
modais introduzindo alterações de massa conhecidas, no qual se assume que a rigidez do sistema não sofre 
alterações. 
Como se pode verificar nos valores dos coeficientes MAC acima indicados, as alterações de massa introduzidas 
no modelo quase não provocaram alterações nas configurações dos dois primeiros modos, mas em relação ao 3º 
e ao 4º modos já houve algumas alterações, especialmente no 4º modo no ensaio D. 
Quanto aos factores de normalização α, pode-se verificar que relativamente aos dois primeiros modos, os valores 
calculados a partir dos resultados dos ensaios B (0,0245 para o 1º modo e 0,0217 para o 2º modo) e C (0,0235 
para o 1º modo e 0,0222 para o 2º modo) são bastante próximos dos determinados assumindo que a matriz de 
massa é conhecida (0,0230 para o 1º modo e 0,0222 para o 2º modo); já com os resultados do ensaio D, 
obtiveram-se factores α que se afastam mais destes valores. Relativamente aos dois últimos modos de vibração, 
os valores calculados para os factores α também diferem um pouco dos determinados assumindo que a matriz de 
massa é conhecida. 
Apesar das dificuldades sentidas com este exemplo para ilustrar o método de normalização das componentes 
modais por introdução de alterações de massa conhecidas, os resultados obtidos, pelo menos os relativos ao 1º e 
2º modos, podem ser considerados como positivos. É no entanto conveniente que esse método seja testado 
noutras situações, nomeadamente em modelos reduzidos (onde é mais fácil efectuar as alterações de massa) em 
que não haja dúvidas quanto à linearidade do seu comportamento para diferentes situações de massa do sistema. 
5.5 Modificação directa das matrizes de massa e rigidez 
A modificação de modelos analíticos, com base nas características dinâmicas avaliadas 
experimentalmente, pode ser efectuada utilizando diversas metodologias. Uma apresentação geral de 
diversos desses métodos é feita por Imregun e Visser (1990), Mottershead e Friswell (1993), Friswell 
e Mottershead (1995), Heylen et al. (1997) e Maia et al. (1998). No presente trabalho, abordam-se 
apenas os métodos de modificação directa das matrizes de massa e rigidez. 
Nos métodos de modificação directa das matrizes de massa e rigidez, todos os elementos 
dessas matrizes, correspondentes a um modelo analítico inicial, são optimizados num único passo, 
tendo em conta as características dinâmicas identificadas experimentalmente. Os procedimentos de 
optimização utilizados nos métodos de identificação directa baseiam-se na verificação de uma das 
equações seguintes (Heylen et al., 1997): 
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- Equação do movimento do sistema em regime livre: 
 ( )( )2m e m ei iω =− ϕΚ Μ 0  (5.31) 
- Relações de ortogonalidade dos vectores modais relativamente às matrizes de massa e 
rigidez: 
 ( ) ( )\ \\ \e
T Te m e e e m e e
i im k   = =   Φ Φ Φ ΦΜ Κ  (5.32) 
- Simetria das matrizes de massa e rigidez: 
 ( ) ( )eT Tm m m m− = − =Μ Μ 0 Κ Κ 0  (5.33) 
em que: eiω  são as frequências naturais do sistema, identificadas experimentalmente; 
 eiϕ  e 
eΦ  são os vectores e a matriz de componentes modais identificadas; 
 mΜ  e mΚ  são as matrizes de massa e rigidez modificadas. 
Para os métodos de modificação directa das matrizes de massa e rigidez, é importante que a 
identificação modal seja tão completa quanto possível (idealmente, todos os modos do sistema deverão 
ser identificados). Também é necessário que os vectores de componentes modais estejam 
normalizados relativamente à matriz de massa. 
Uma vez que os métodos de modificação directa das matrizes de massa e rigidez incidem 
sobre os elementos dessas matrizes, há alguma perda do significado físico dos resultados da 
modificação baseada nas características dinâmicas experimentais. Sendo esta talvez uma desvantagem 
deste tipo de métodos. No entanto, posteriormente à modificação das matrizes, também é possível a 
partir delas, estabelecer relações com as propriedades físicas dos elementos estruturais dum sistema. 
Apresenta-se e exemplifica-se em seguida um dos métodos de modificação directa das 
matrizes de rigidez e massa. Trata-se do método baseado em multiplicadores de Lagrange, havendo 
também os métodos baseados nas condições de ortogonalidade (5.32) e os métodos de perturbação 
(Heylen et al., 1997), os quais não são abordados neste trabalho. 
Modificação directa das matrizes de rigidez e massa utilizando multiplicadores de Lagrange: 
No método de modificação directa das matrizes de rigidez e massa utilizando multiplicadores 
de Lagrange (Baruch, 1978; Caesar, 1982; Berman e Nagy, 1983; Genatios, 1998), consideram-se 
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como funções a minimizar as distâncias entre as matrizes analíticas modificadas e as matrizes 
analíticas iniciais, ponderadas com a matriz de massa, ou seja as funções: 
 ( )0 5 0 5. m .Mε − −= −Μ Μ Μ Μ  (5.34) 
 ( )0 5 0 5. m .Kε − −= −Μ K K Μ  (5.35) 
Para a modificação da matriz de massa, considerando (5.34) como a função a minimizar e a 
relação (5.32) como restrição, obtém-se a seguinte função de Lagrange: 
 ( )( )Te eM M i j m m
i ji j
ε λℑ = + −∑ Φ Φ ΙΜ  (5.36) 
em que: i jλ  são os multiplicadores de Lagrange; 
 emΦ  é a matriz de componentes modais identificadas experimentalmente, normalizadas 
relativamente à matriz de massa. 
Da minimização de (5.36) obtêm-se a expressão seguinte para a matriz de massa modificada: 
 ( ) ( )1 1 Tm e em a a a m− −= + −Φ Ι ΦΜ Μ Μ Μ Μ Μ Μ  (5.37) 
em que: ( )Te ea m m= Φ ΦΜ Μ . 
Para a modificação da matriz de rigidez, considerando (5.35) como função a minimizar e as 
relações (5.31) a (5.33) como restrições, obtém-se a seguinte função de Lagrange: 
 ( ) ( )( ) ( )2 2Te e e e e e TK K i j m m i j m m i j i ji j i ji j i j i jε λ µ γℑ = + − + − + −∑ ∑ ∑Φ Φ Ω Φ Φ ΩK Μ K K K  (5.38) 
em que: i jλ , i jµ  e i jγ  são os multiplicadores de Lagrange; 
 
2eΩ  é a matriz com os quadrados dos valores das frequências angulares identificadas 
experimentalmente. 
Da minimização de (5.38) obtêm-se a expressão seguinte para a matriz de rigidez modificada: 
 ( ) ( ) ( )( )2T T Tm e e m m e e m e e e e e mm m m m m m m m= − − + +Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ Ω ΦK K K Μ Μ K Μ K Μ  (5.39) 
Exemplo: A partir das componentes modais identificadas com o método EFDD, calculou-se e apresentou-se 
anteriormente a matriz modal normalizada em relação à matriz de massa, a qual foi determinada, assumindo a 
hipótese da matriz de massa ser conhecida (o que para o exemplo em causa, é uma hipótese bastante razoável). 
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Com base na matriz modal normalizada em relação à matriz de massa e nas frequências identificadas 
experimentalmente, aplicou-se o método de modificação directa das matrizes de massa e rigidez utilizando 
multiplicadores de Lagrange, apenas para ajustar a matriz de rigidez inicial (uma vez que a matriz de massa é 
assumida como sendo conhecida). Obtiveram-se assim os resultados que se apresentam em seguida: 
[ ]
6 1
1777 0 0 0
0 1773 0 0
0 0 1770 0
0 0 0 1712
22, 202 -11,179 0,504 0,017
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0,017 0, 403 -6,651 6, 216
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Os valores calculados com a matriz de rigidez modificada, para as frequências e componentes modais do sistema 
estrutural, ajustam-se muito melhor aos valores identificados experimentalmente, do que os determinados com a 
matriz de rigidez do modelo inicial. Esse facto é bem evidente na figura 5.10. 
y = 1.20x + 0.74
R2 = 0.98
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1, 000 0, 000 0,000 0,000
0, 000 1, 000 0,000 0, 001
0, 000 0, 000 1,000 0, 001
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Figura 5.10 – Verificação do ajuste do modelo modificado às características dinâmicas identificadas. 
Como se pode verificar, obtiveram-se resultados bastante bons com o método de modificação directa das 
matrizes de massa e rigidez. Tal deve-se ao facto de a modificação da matriz de rigidez ter sido feita utilizando 
informação modal completa, pois, tendo o sistema em análise 4 graus de liberdade, e portanto 4 modos de 
vibração, as frequências e componentes modais de todos esses modos foram identificadas e consideradas para a 
modificação da matriz de rigidez. No caso da identificação modal não ser completa, os resultados obtidos com 
estes métodos de modificação de modelos analíticos, não são tão bons como os conseguidos neste exemplo. 
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5.6 Considerações finais 
Neste capítulo abordaram-se alguns aspectos relacionados com a comparação das 
características dinâmicas identificadas por via experimental com as calculadas com modelos 
analíticos, e com a modificação destes de modo a ajustá-los aos resultados experimentais. Os temas 
que foram analisados estão directamente relacionados com a identificação modal experimental, 
constituindo um dos seus interesses práticos. 
Algumas das ferramentas de comparação entre características dinâmicas identificadas e 
calculadas com modelos analíticos, abordadas neste capítulo, serão utilizadas em vários dos exemplos 
de aplicação que serão apresentados no capítulo 6. Esses métodos foram aqui apresentados no âmbito 
da comparação entre características dinâmicas experimentais e analíticas, no entanto a sua utilização 
pode ser alargada a outras situações, como por exemplo, a comparação entre resultados obtidos com 
métodos de identificação diferentes ou com modelos analíticos diferentes. Nos próprios métodos de 
identificação modal pode haver interesse em utilizar algumas das ferramentas aqui apresentadas; como 
é o caso do método EFDD (ver capítulo 4) onde se utiliza o coeficiente MAC para a selecção das 
funções de densidade espectral correspondentes a cada modo de vibração dum sistema estrutural. 
Para os métodos de modificação de modelos analíticos com base nas características dinâmicas 
experimentais, é necessário que as componentes modais identificadas sejam normalizadas em relação 
à massa dos sistemas. Apresentaram-se assim, duas formas de efectuar essa normalização na 
identificação modal estocástica. 
Em termos dos métodos de modificação de modelos analíticos, apresentaram-se e aplicaram-se 
os métodos de modificação directa das matrizes de massa e de rigidez. Neste domínio há muitas 
outras metodologias cuja análise e aplicação é merecedora de trabalho a desenvolver no futuro. 
A modificação de modelos analíticos, com base nas características dinâmicas identificadas 
experimentalmente, pode também ser efectuada de forma manual. Nesse caso, os valores de diversos 
parâmetros, tais como o módulo de elasticidade dos materiais ou a rigidez dos apoios, são alterados 
manualmente de modo a ajustar as características dinâmicas calculadas às identificadas. Ao efectuar a 
modificação dos modelos analíticos desta forma, são bastantes úteis, as ferramentas de comparação 
apresentadas neste capítulo. Há também, da parte de quem efectua o trabalho de ajuste dum modelo 
analítico, um benefício importante em termos de compreensão do comportamento dinâmico da 
estrutura em análise e da melhor forma de o modelar. Em vários exemplos que serão apresentados no 
capítulo 6, seguiu-se esta metodologia de modificação manual dos parâmetros de modelos de 
elementos finitos desenvolvidos para diversas estruturas, tendo-se obtido bons ajustes entre as 




Aplicações em Estruturas de Engenharia Civil 
6.1 Considerações gerais 
Durante o período de desenvolvimento deste trabalho, houve oportunidade de efectuar 
diversos ensaios de medição da resposta de estruturas às acções ambiente, com vista a avaliar as suas 
características dinâmicas através da aplicação de métodos de identificação modal estocástica. 
Praticamente todos esses ensaios integraram-se em estudos solicitados ao LNEC no âmbito de ensaios 
de recepção de estruturas, realizados imediatamente após o fim da sua construção e antes da sua 
entrada em serviço, ou integrados em trabalhos de inspecção de estruturas já com alguns anos de 
utilização. 
As aplicações efectuadas envolvem estruturas de pontes, edifícios e ainda uma barragem. A 
maioria dos casos que serão apresentados referem-se a estruturas de pontes, uma vez que estas 
constituem o tipo estrutural para o qual há mais solicitações, por parte das entidades por elas 
responsáveis, para a realização de estudos de avaliação do comportamento estrutural (quer estático 
quer dinâmico). 
Apresentam-se em seguida diversos casos de aplicação, subdividindo-os nos três tipos 
estruturais acima referidos. Para cada um deles, os vários exemplos são apresentados numa ordem 
cronológica da sua realização, e correspondem a um período desde 1997 a 2002. Conforme será 
patente na apresentação, durante esse período procurou-se ir melhorando diversos aspectos que se 
consideram importantes para a realização de estudos de caracterização dinâmica de estruturas com 
base na medição de vibrações ambiente, nomeadamente aspectos relacionados com: 
- questões, aparentemente mais simples, de planeamento, logística e execução do ensaio em si; 
- o adequado conhecimento das características dos equipamentos utilizados, de modo a 
explorar bem as suas capacidades; 
- a devida preparação de todas as pessoas envolvidas na realização dum ensaio; 
- a verificação, ainda no local de realização dos ensaios, da qualidade da informação obtida; 
- a elaboração de modelos de elementos finitos na fase de preparação dos ensaios e a sua 
utilização na fase de análise da informação; 
- o pré-processamento dos registos; 
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- a utilização de métodos de identificação modal estocástica adequados. 
Em vários dos casos de aplicação que serão apresentados, desenvolveram-se modelos de 
elementos finitos das estruturas ensaiadas, quer na fase de preparação dos ensaios quer na fase de 
análise da informação obtida. Assim, nesses casos, comparam-se as características dinâmicas 
identificadas experimentalmente com as calculadas com esses modelos, tendo em conta os aspectos 
descritos no capítulo 5. 
Alguns dos exemplos que serão apresentados integraram-se em estudos de avaliação da 
capacidade de estruturas de pontes ferroviárias, para suportarem o tráfego de comboios de alta 
velocidade. Esses estudos envolveram diversos aspectos específicos dessa avaliação, que não serão 
abordados neste trabalho, referindo-se apenas a análise de identificação modal que foi desenvolvida, e 
que constituiu uma parte importante dos estudos efectuados. 
Nos casos de aplicação descritos em seguida, apresenta-se também uma aplicação particular 
da identificação modal estocástica, que consiste na determinação das frequências naturais de vibração 
dos tirantes de pontes atirantadas, com vista à avaliação das forças neles instaladas. Embora nesse 
caso, o sistema estrutural cujas frequências se pretendem identificar, seja relativamente simples, é uma 
situação em que a análise da resposta do tirante às acções ambiente (vento) é, normalmente, suficiente 
para identificar as suas frequências de vibração. Este tipo de aplicação tem demonstrado ser de grande 
utilidade, quer durante a construção de pontes atirantadas, quer na inspecção de estruturas em serviço. 
Uma vez que o número de casos de aplicação, apresentados neste trabalho, é bastante grande, 
pode parecer que nalgumas situações há apenas uma repetição de procedimentos de ensaio e da 
aplicação de métodos de análise utilizados anteriormente. No entanto, cada caso que será apresentado, 
pelas particularidades de cada estrutura ensaiada, constituiu de facto, uma experiência adicional 
enriquecedora, em termos de compreensão dos próprios fundamentos dos métodos de identificação 
modal estocástica, das capacidades dos equipamentos utilizados, e das potencialidades da análise da 
resposta das estruturas às acções ambiente a que estão sujeitas, como forma de identificar as suas 
características dinâmicas e de avaliar o seu comportamento estrutural global. 
Para alguns dos casos de aplicação apresentados em seguida, a descrição do trabalho efectuado 
é feita de forma mais sucinta, enquanto que para outros faz-se uma apresentação mais detalhada. 
Procura-se também, sempre que se considera adequado, tecer alguns comentários relativos a cada caso 
de aplicação, traduzindo dessa forma, uma evolução, por parte do autor deste trabalho, na 
compreensão dos conceitos de base da identificação modal estocástica, das suas potencialidades e dos 
procedimentos e técnicas de ensaio mais adequados. 
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6.2 Estruturas de pontes e viadutos 
Pelos motivos anteriormente indicados, a maioria das aplicações apresentadas neste trabalho, 
dizem respeito a estruturas de pontes. É também de referir que a avaliação experimental das 
características dinâmicas de estruturas de pontes tem um longa tradição no LNEC, referindo-se como 
um dos primeiros trabalhos, os ensaios dinâmicos realizados na ponte em arco sobre o rio Sousa 
(LNEC - Marecos, 1954). Assim, no final da apresentação dos diversos casos de aplicação da 
identificação modal estocástica em estruturas de pontes, desenvolvidos no âmbito deste trabalho, faz-
se ainda uma apreciação geral das características dinâmicas de estruturas de pontes, avaliadas 
experimentalmente pelo LNEC. 
Os casos de aplicação apresentados em seguida, abarcam diversos tipos de estruturas de pontes 
e uma vasta gama de vãos, desde os 12 m na ponte ferroviária de Canelas até aos 1013 m na ponte 
suspensa sobre o rio Tejo em Lisboa. É de salientar, que em todos os casos, verificou-se que com os 
métodos de identificação modal estocástica aplicados na análise da resposta dessas estruturas, medida 
experimentalmente, obtiveram-se bons resultados em termos de avaliação das suas características 
dinâmicas. 
6.2.1 Ponte da Arrábida sobre o rio Douro no Porto 
Considerações gerais: 
O estudo de caracterização dinâmica experimental efectuado na ponte da Arrábida no Porto, 
(LNEC - Rodrigues et al., 1997) integrou-se em trabalhos de inspecção e avaliação estrutural dessa 
ponte coordenados pela empresa A2P Consult (Appleton et al., 1998). Foi desenvolvido com o 
objectivo de identificar as características dinâmicas da ponte, contribuindo, dessa forma, para a 
avaliação do seu comportamento estrutural global. Note-se que na altura de realização desse estudo, a 
ponte apresentava sinais de deterioração em alguns dos seus elementos estruturais, tendo vindo, 
posteriormente, a ser objecto de trabalhos de reparação (Frias et al., 2002). 
O estudo efectuado na ponte da Arrábida consistiu na realização de ensaios de medição da 
resposta da estrutura às acções do vento e da passagem do tráfego rodoviário, e na análise dos registos 
obtidos nesses ensaios, com vista a identificar as características dinâmicas da ponte. Este estudo foi 
apresentado numa conferência nacional (Rodrigues et al., 1997), em conferências internacionais 
(Rodrigues e Campos Costa, 1998, 1999) e foi também objecto de um artigo publicado na Revista 
Portuguesa de Engenharia de Estruturas (Rodrigues e Campos Costa, 1998). 
Aplicações em Estruturas de Engenharia Civil 
280 
Para o autor deste trabalho, o estudo efectuado na ponte da Arrábida, contribuiu de forma 
decisiva para o seu interesse no tema que nele é abordado. Foi também um dos casos que melhor 
ilustra uma das vantagens em utilizar a identificação modal estocástica na caracterização dinâmica de 
estruturas de pontes em serviço. De facto, na ponte da Arrábida seria quase impossível efectuar uma 
interrupção de tráfego (dado o transtorno que provocaria nos acessos à cidade do Porto) que seria 
necessária no caso de se ter optado por efectuar ensaios dinâmicos de vibração forçada. 
Breve descrição da ponte da Arrábida: 
A ponte da Arrábida no Porto é uma ponte de betão armado com um comprimento entre testas 
dos encontros de 493,2 m e uma largura total de 26,5 m. Os seus elementos estruturais principais são 
dois arcos de betão armado com uma corda de 270,0 m e uma flecha de 52,0 m. À data de inauguração 
da ponte, em 1963, e durante vários anos, estes foram os maiores arcos de betão armado do Mundo 
(Marecos, 1973), representando como tal uma notável realização da Engenharia Portuguesa e em 
particular do seu projectista, o Prof. Edgar Cardoso. Na figura 6.1 apresenta-se um alçado longitudinal 
da ponte da Arrábida e na figura 6.2 uma vista geral dessa obra. 
 
Figura 6.1 – Alçado longitudinal da ponte da Arrábida. 
 
Figura 6.2 – Vista geral da ponte da Arrábida. 
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Equipamento utilizado e ensaios efectuados: 
Nos ensaios efectuados na ponte da Arrábida, utilizaram-se 6 macro-sismógrafos GSR-16 
cujas características foram apresentadas no capítulo 3. Esses aparelhos foram utilizados na sua 
configuração de maior sensibilidade (com capacidade de discretização de uma amplitude mínima de 
aceleração de 15,3 µg), tendo-se utilizado uma frequência de amostragem de 50 Hz e obtido registos 
com uma duração total de 8 minutos (séries de 24000 valores amostrados a 50 Hz). 
Os ensaios consistiram na medição da resposta em aceleração da estrutura, aos efeitos da 
acção do tráfego rodoviário (bastante intenso durante todo o período de realização dos ensaios) e de 
vento moderado na direcção transversal à ponte, no sentido de jusante para montante. 
As medições da resposta da estrutura foram efectuadas em 10 pontos diferentes da ponte, cuja 
localização se encontra indicada na figura 6.3. Efectuaram-se um total de 3 ensaios durante os quais, 4 
macro-sismógrafos ficaram sempre colocados nos pontos de referência localizados no interior dos 
arcos (pontos SM, SJ, NM, NJ) enquanto que os 2 aparelhos restantes foram colocados em pontos 
situados no tabuleiro da ponte (pontos 1M, 1J, 2M, 2J, 3M, 3J). No quadro 6.1 indicam-se os pontos 
instrumentados em cada ensaio. 
 
Figura 6.3 – Pontos instrumentados no ensaio da ponte da Arrábida. 
Quadro 6.1 – Pontos instrumentados em cada ensaio. 
Ensaio GSR - 206 GSR - 200 GSR - 207 GSR - 201 GSR - 205 GSR – 204 
1 SM SJ NM NJ 2M 2J 
2 SM SJ NM NJ 3M 3J 
3 SM SJ NM NJ 1M 1J 
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Identificação modal: 
O método de identificação modal utilizado em (LNEC - Rodrigues et al., 1997) foi 
brevemente descrito no capítulo 4, tendo sido designado por método de identificação das componentes 
modais por filtragem digital das séries de resposta. Nesse estudo, os auto-espectros da resposta da 
estrutura, foram avaliados utilizando uma técnica implementada em MathCad (MathSoft, 1997) 
baseada no princípio da máxima entropia, conforme referido no capítulo 4. 
Na figura 6.4, apresentam-se os auto-espectros médios determinados com os registos obtidos 
nos pontos de referência (SM, SJ, NM e NJ). Nessas figuras, indicam-se também os valores das 
frequências correspondentes aos picos de ressonância mais evidentes. 
 
Figura 6.4 – Auto-espectros médios das acelerações registadas nos pontos de referência. 
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Analisando os auto-espectros avaliados com os registos de acelerações, obtidos nos diversos 
pontos instrumentados, identificaram-se 16 frequências como correspondentes a modos naturais de 
vibração da ponte da Arrábida, cujos valores são indicados no quadro 6.2. 
Quadro 6.2 – Frequências naturais de vibração identificadas para a ponte da Arrábida. 
Modo Frequência (Hz) Tipo de modo  Modo Frequência (Hz) Tipo de modo 
1 0,72 Transversal  9 4,81 Torção 
2 0,88 Longitudinal / Vertical  10 4,93 Transversal 
3 1,09 Vertical  11 5,47 Vertical ou torção 
4 1,87 Longitudinal / Vertical  12 5,86 Vertical ou torção 
5 2,20 Vertical  13 6,31 Vertical ou torção 
6 2,86 Torção  14 9,93 Vertical ou torção 
7 2,94 Vertical  15 11,3 Vertical ou torção 
8 3,55 Torção  16 12,5 Vertical ou torção 
Aplicando a técnica de avaliação das componentes modais, por filtragem digital das séries de 
resposta, e de cálculo das deformadas dum modelo de elementos finitos (ainda que simplificado) 
considerando essas componentes como deslocamentos impostos nos nós correspondentes aos pontos 
instrumentados, identificaram-se de forma inequívoca, as configurações de 8 modos naturais de 
vibração da ponte da Arrábida (os modos 1 a 6 e 8 a 9 indicados no quadro 6.2). Não foi possível 
identificar as configurações do 7º e dos modos a partir do 10º, dada a dificuldade em discriminá-las de 
outras configurações de modos de ordem mais baixa – para o fazer seria necessário observar a resposta 
da estrutura num maior número de pontos, de modo a obter uma descrição mais refinada das 
configurações modais. 
Na figura 6.5 apresentam-se as representações gráficas das configurações modais identificadas 
para a ponte da Arrábida. 
Os coeficientes de amortecimento dos modos naturais de vibração identificados para a ponte 
da Arrábida foram estimados através do método da meia potência. Para tal, seleccionaram-se, para 
cada modo, os sinais de resposta correspondentes à amplitude máxima e à amplitude mínima, na 
frequência do modo em análise. Em seguida, aplicou-se o método da meia potência aos respectivos 
auto-espectros, obtendo-se assim duas estimativas do coeficiente de amortecimento de cada modo de 
vibração (uma correspondente à amplitude máxima e outra à amplitude mínima). 
No quadro 6.3 apresentam-se os coeficientes de amortecimento estimados com o 
procedimento acima descrito. Como se pode verificar, não se indicam valores para todos os modos 
identificados, pois, nalguns casos não foi possível definir os pontos de meia potência. Pode-se ver 
também que, para o mesmo modo, obtiveram-se estimativas ligeiramente diferentes consoante se 
considerou a resposta com amplitude máxima ou a resposta com amplitude mínima. 






Figura 6.5 – Configurações modais identificadas experimentalmente para a ponte da Arrábida. 
Quadro 6.3 – Coeficientes de amortecimento modal avaliados para a ponte da Arrábida. 
Modo f (Hz) ξ (%)  Modo f (Hz) ξ (%)  Modo f (Hz) ξ (%) 
1 0,72 1,7 ... 2,7  4 1,87 0,7 ... 0,9  7 2,94 0,5 
2 0,88 -  5 2,20 0,6 ... 0,8  8 3,55 0,6 ... 1,0 
3 1,09 1,9 ... 2,5  6 2,86 1,0 ... 1,4  9 4,81 0,9 ... 1,5 
Pode-se verificar no quadro 6.3 que os valores estimados para os coeficientes de 
amortecimento são relativamente baixos. No caso dos ensaios efectuados na ponte da Arrábida, em 
 Aplicações em Estruturas de Engenharia Civil 
 285 
virtude de se ter verificado sempre algum vento moderado durante a sua realização, há uma forte 
possibilidade de nos sinais de resposta haver uma sobreposição entre os efeitos do amortecimento 
estrutural e do amortecimento aerodinâmico resultante da interacção do vento com a estrutura em 
vibração; este facto pode ter contribuído também para que os valores estimados para os coeficientes de 
amortecimento sejam relativamente baixos. 
Considerações finais: 
Aplicando um método de identificação modal estocástica na análise dos registos da resposta 
da ponte da Arrábida às acções do tráfego rodoviário e do vento, avaliaram-se: 
- Os valores de 16 frequências de modos naturais de vibração da estrutura; 
- Para 8 desses modos de vibração identificaram-se as correspondentes configurações; 
- Estimaram-se também os coeficientes de amortecimento de 8 dos modos identificados. 
As características dinâmicas da ponte da Arrábida, identificadas a partir da informação obtida 
in-situ, constituíram um contributo importante para a caracterização global do estado da estrutura na 
altura de execução dos ensaios (Março de 1997). Essas características foram consideradas para a 
calibração de modelos de elementos finitos utilizados na empresa A2P Consult para o estudo do 
comportamento estrutural da ponte e definição dos trabalhos de reparação que posteriormente foram 
executados (Frias et al., 2002). 
Em apreciação geral, aos resultados obtidos no estudo efectuado na ponte da Arrábida, 
considera-se que os mesmos foram positivos e que os objectivos então propostos foram atingidos. No 
entanto, tendo em conta a experiência que foi adquirida nos estudos realizados posteriormente, 
apresentam-se em seguida alguns comentários: 
- Nos ensaios realizados, a resposta da estrutura foi medida em apenas 10 pontos; de facto, 
para definir as configurações dos modos de vibração de ordem mais elevada, teria sido 
necessário instrumentar um maior número de pontos, o que permitiria efectuar duma forma 
mais completa, a caracterização dinâmica experimental da estrutura; 
- Para as características da ponte da Arrábida (1º modo com uma frequência de 0,72 Hz) e 
tendo em conta a recomendação indicada no capítulo 3 (duração dos registos correspondente 
a 2000 ciclos do modo de frequência mais baixa), teria sido conveniente efectuar amostras 
com uma duração superior aos 8 minutos que foram adoptados; 
- Teria sido vantajoso efectuar a medição da velocidade do vento simultaneamente com a 
medição da resposta da estrutura; tal permitiria, nomeadamente, analisar melhor a 
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importância do amortecimento aerodinâmico nos coeficientes de amortecimento estimados a 
partir da análise da resposta da estrutura; 
- Antes da realização dos ensaios, não houve disponibilidade de tempo para desenvolver um 
modelo de elementos finitos da estrutura, a partir do qual se poderiam ter planeado melhor os 
ensaios, designadamente, no que se refere à escolha dos pontos a instrumentar e dos pontos 
de referência; 
- Foram já apresentados no capítulo 4, alguns comentários gerais relativos ao método de 
identificação modal utilizado. 
6.2.2 Ponte da Figueira da Foz 
Considerações gerais: 
Tal como no exemplo anterior, o estudo de caracterização dinâmica experimental efectuado na 
ponte da Figueira da Foz, (LNEC – Campos Costa et al., 1997) integrou-se em trabalhos de inspecção 
e avaliação estrutural dessa ponte, coordenados pelo Eng.º Armando Rito e pelo Prof. Júlio Appleton. 
Foi elaborado com o objectivo de identificar as características dinâmicas da ponte, contribuindo, dessa 
forma, para a avaliação do seu comportamento estrutural global. Saliente-se que na altura de 
realização desse estudo, a ponte apresentava alguns sinais de deterioração que se encontram descritos 
em (Rito e Appleton, 2000). 
O estudo efectuado na ponte da Figueira da Foz consistiu na realização de ensaios de medição 
da resposta da estrutura às acções da passagem do tráfego rodoviário e do vento, e na análise adequada 
dos registos obtidos, com vista a identificar as características dinâmicas da ponte. Este estudo foi 
apresentado numa conferência nacional (Rodrigues e Campos Costa, 1997), em conferências 
internacionais (Rodrigues e Campos Costa, 1998, 1999) e foi também objecto de um artigo publicado 
na Revista Portuguesa de Engenharia de Estruturas (Rodrigues e Campos Costa, 1998). 
Para além dos ensaios realizados na ponte atirantada, foram também efectuados ensaios de 
caracterização dinâmica nos viadutos acesso em ambas as margens. No entanto, a exposição que se 
apresenta em seguida, refere-se apenas ao estudo efectuado para a ponte atirantada. 
Breve descrição da ponte da Figueira da Foz: 
A ponte sobre o rio Mondego na cidade da Figueira da Foz é uma ponte de tirantes com um 
comprimento total de 405 m distribuído pelo vão central de 225 m e por dois vãos laterais de 90 m. A 
ligação à ponte é estabelecida através de dois viadutos de acesso, o da margem direita com um 
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comprimento total de 315 m e o da margem esquerda com um comprimento total de 630 m. Na figura 
6.6 apresenta-se um esquema em alçado longitudinal da ponte da Figueira da Foz. 






Figura 6.6 – Esquema em alçado longitudinal da ponte da Figueira da Foz. 
O tabuleiro da ponte, constituído por vigas, carlingas e longarinas metálicas e por uma laje de 
betão armado, tem uma largura total de 20,6 m. Na zona de meio vão do tabuleiro, há um troço central 
com 30 m de comprimento (ver figura 6.6) que está simplesmente apoiado sobre a restante estrutura. 
As torres da ponte são de betão armado e têm 84 m de altura acima das fundações. São 
elementos estruturais auto-estáveis, formados por 4 peças de secção rectangular oca, inclinadas nas 
duas direcções e suportadas por poços de fundação que atingem uma profundidade máxima de 45 m. 
Em cada uma das torres há três pares de tirantes, com uma disposição em leque, que têm continuidade 
para cada um dos lados das torres, apoiando-se nestas sobre selas de desvio. 
A ponte da Figueira da Foz foi projectada pelo Prof. Edgar Cardoso tendo sido a primeira 
ponte atirantada executada em Portugal, datando a sua conclusão de 1982. Na figura 6.7 apresentam-se 
duas vistas gerais da ponte da Figueira da Foz. 
  
Figura 6.7 – Vistas gerais da ponte da Figueira da Foz. 
Equipamento utilizado e ensaios efectuados: 
Nos ensaios efectuados na ponte da Figueira da Foz, utilizaram-se 5 macro-sismógrafos GSR-
16 cujas características foram apresentadas no capítulo 3. Esses aparelhos foram utilizados na sua 
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configuração de maior sensibilidade (com capacidade de discretização de uma amplitude mínima de 
aceleração de 15,3 µg), tendo-se utilizado uma frequência de amostragem de 50 Hz e obtido registos 
com uma duração total de 8 minutos (séries de 24000 valores amostrados a 50 Hz). 
Os ensaios consistiram na medição da resposta em aceleração da estrutura, aos efeitos da 
acção do tráfego rodoviário (que teve uma intensidade moderada durante o período de realização dos 
ensaios) e de vento fraco na direcção transversal à ponte, no sentido de jusante para montante. 
As medições da resposta da estrutura foram efectuadas em 34 pontos diferentes da ponte, cuja 
localização se encontra indicada na figura 6.8. Procurou-se efectuar uma instrumentação mais fina do 
que a adoptada nos ensaios da ponte da Arrábida apresentados anteriormente, de modo a obter uma 


































Figura 6.8 – Pontos instrumentados no ensaio da ponte da Figueira da Foz. 
Na ponte da Figueira da Foz, efectuaram-se um total de 9 ensaios durante os quais, 1 dos 
macro-sismógrafos ficou sempre colocado no ponto escolhido para referência (ponto 6J) enquanto que 
os 4 aparelhos restantes foram sucessivamente colocados nos outros pontos, situados no tabuleiro e no 
topo das torres. No quadro 6.4 indicam-se os pontos instrumentados em cada ensaio. 
Para os ensaios realizados na ponte da Figueira da Foz, a escolha do ponto de referência foi 
baseada numa análise prévia efectuada com um modelo de elementos finitos desenvolvido na empresa 
A2P Consult. Assim, o ponto 6J foi escolhido de modo a evitar que a referência ficasse num nodo dos 
primeiros modos globais de vibração da estrutura. 
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Quadro 6.4 – Pontos instrumentados em cada ensaio. 
Ensaio GSR - 206 GSR - 202 GSR - 200 GSR - 201 GSR - 203 
1 6J 6M 1J 2M 2J 
2 6J 1M 1J 2M 2J 
3 6J 3M 3J 4M 4J 
4 6J 5M 5J 7M 7J 
5 6J 8M 8J 9M 9J 
6 6J 10M 10J 11M 11J 
7 6J 12M 12J 13M 13J 
8 6J 16M 16J 17M 17J 
9 6J 15M 15J 14M 14J 
Identificação modal: 
A técnica de identificação modal utilizada para analisar os registos obtidos na ponte da 
Figueira da Foz (LNEC – Campos Costa et al., 1997) foi também o método de identificação das 
componentes modais por filtragem digital das séries de resposta, que já foi brevemente descrito no 
capítulo 4. Os auto-espectros da resposta da estrutura foram assim avaliados utilizando uma técnica 
implementada em MathCad (MathSoft, 1997), baseada no princípio da máxima entropia, conforme 
referido no capítulo 4. 
Na figura 6.9 apresenta-se o espectro normalizado médio dos registos verticais obtidos nos 
pontos do tabuleiro e nas figuras 6.10 e 6.11 apresentam-se os auto-espectros médios, nas direcções 
transversal e longitudinal, avaliados com os registos obtidos no topo das torres (pontos 16M e 16J para 
a torre da margem esquerda e 17M e 17J para a torre da margem direita). Nessas figuras, indicam-se 






















































Figura 6.9 – Espectro normalizado médio dos registos verticais obtidos nos pontos do tabuleiro. 
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Figura 6.11 – Auto-espectro médio dos registos longitudinais obtidos no topo das torres. 
Analisando os auto-espectros avaliados com os registos de acelerações, obtidos nos diversos 
pontos instrumentados, identificaram-se 14 frequências como correspondentes a modos naturais de 
vibração da ponte da Figueira da Foz (cujos valores estão indicados nas figuras 6.9 a 6.11). 
Aplicando a técnica utilizada para determinação das componentes modais, foi possível avaliar 
as configurações correspondentes a 10 das frequências identificadas. Para as frequências de 2,26 Hz, 
2,34 Hz, 2,61 Hz e 3,06 Hz não se conseguiu definir bem as respectivas configurações, embora se 
considere que são frequências de modos naturais de vibração da estrutura. 
As componentes modais obtidas por filtragem digital das séries de resposta foram utilizadas 
para o cálculo das deformadas dum modelo de elementos finitos, considerando essas componentes 
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como deslocamentos impostos nos nós correspondentes aos pontos instrumentados. As representações 
gráficas das configurações modais assim determinadas para a ponte da Figueira da Foz, são 
apresentadas nas figuras 6.12 a 6.14. 
 1º modo identificado experimentalmente – f = 0,51 Hz 2º modo identificado experimentalmente – f = 0,60 Hz 
   
 6º modo identificado experimentalmente – f = 1,04 Hz 7º modo identificado experimentalmente – f = 1,27 Hz 
   
Figura 6.12 – Configurações dos modos verticais identificados para a ponte da Figueira da Foz. 
 4º modo identificado experimentalmente – f = 0,87 Hz 5º modo identificado experimentalmente – f = 0,89 Hz 
   
Figura 6.13 – Configurações dos modos transversais identificados para a ponte da Figueira da Foz. 
 3º modo identificado experimentalmente – f = 0,87 Hz 8º modo identificado experimentalmente – f = 1,45 Hz 
   
 9º modo identificado experimentalmente – f = 1,73 Hz 10º modo identificado experimentalmente – f = 1,84 Hz 
   
Figura 6.14 – Configurações dos modos de torção identificados para a ponte da Figueira da Foz. 
Os coeficientes de amortecimento dos modos naturais de vibração identificados para a ponte 
da Figueira da Foz foram estimados através do método da meia potência. Para estimar os coeficientes 
de amortecimento dos modos verticais e de torção, considerou-se o auto-espectro dos sinais de 
resposta obtidos no ponto de referência, e para estimar os coeficientes de amortecimento dos modos 
transversais, consideraram-se os auto-espectros dos registos obtidos no topo das torres. 
No quadro 6.5 indicam-se os valores dos coeficientes de amortecimento estimados com o 
método da meia potência (apenas para os modos cuja configuração foi identificada). Para o modo 
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transversal, com frequência de 0,89 Hz, não foi possível avaliar o respectivo coeficiente de 
amortecimento, em virtude da dificuldade em definir os pontos de meia potência. 
Quadro 6.5 – Coeficientes de amortecimento modal avaliados para a ponte da Figueira da Foz. 
Modo f (Hz) ξ (%)  Modo f (Hz) ξ (%) 
1 0,51 1,6  6 1,04 2,8 
2 0,60 1,3  7 1,27 1,2 
3 0,73 1,6  8 1,45 1,5 
4 0,87 1,0  9 1,73 1,3 
5 0,89 -  10 1,84 1,1 
Considerações finais: 
A análise dos registos da resposta da ponte da Figueira da Foz às acções do tráfego rodoviário 
e do vento, utilizando um método de identificação modal estocástica, permitiu avaliar: 
- Os valores de 14 frequências de modos naturais de vibração da estrutura; 
- As configurações de 10 desses modos de vibração; 
- Os coeficientes de amortecimento de 9 dos modos de vibração identificados. 
As características dinâmicas da ponte da Figueira da Foz, identificadas a partir da informação 
obtida in-situ, constituíram um contributo importante para a caracterização global do estado da 
estrutura na altura de execução dos ensaios (Agosto de 1997). Essas características foram consideradas 
para a calibração de modelos de elementos finitos utilizados no estudo do comportamento estrutural da 
ponte e definição das medidas de intervenção que foram propostas com vista a melhorar as condições 
de segurança da obra (Rito e Appleton, 2000). 
Em apreciação geral aos resultados obtidos no estudo efectuado na ponte da Figueira da Foz, 
considera-se que os mesmos foram positivos e que os objectivos então propostos foram alcançados. 
Comparando com o estudo efectuado anteriormente na ponte da Arrábida, comentam-se em seguida 
alguns aspectos do trabalho realizado na ponte da Figueira da Foz: 
- O número de pontos em que a resposta da estrutura foi observada, foi bastante superior (34 
em vez de 10), o que permitiu definir duma maneira mais fina as configurações modais 
experimentais; 
- Em face dos valores baixos das frequências naturais de vibração da estrutura (1º modo com 
uma frequência de 0,51 Hz), também neste caso teria sido preferível efectuar registos com 
uma duração superior aos 8 minutos que foram adoptados; note-se no entanto que, em face 
da capacidade de memória disponível nos macro-sismógrafos GSR-16 (1 MB), tal exigiria 
um tempo total de execução dos ensaios bastante superior (tendo em conta os tempos de 
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registo da resposta da estrutura e os tempos necessários para transferência da informação 
guardada nos macro-sismógrafos para o disco rígido de um computador portátil); 
- Na fase de preparação dos ensaios, analisaram-se já as frequências e configurações modais 
calculadas com um modelo de elementos finitos desenvolvido na empresa A2P Consult, o 
que fundamentou a escolha dos pontos a instrumentar e do ponto de referência. 
6.2.3 Ponte Miguel Torga sobre o rio Douro na Régua 
Considerações gerais: 
O estudo de caracterização dinâmica experimental da ponte Miguel Torga sobre o rio Douro 
na Régua (LNEC – Rodrigues e Campos Costa, 1999) foi desenvolvido no âmbito dos ensaios de 
recepção dessa estrutura, realizados pelo LNEC após o fim da construção dessa obra e antes da sua 
abertura ao tráfego. 
O estudo efectuado teve como principal objectivo a identificação das características dinâmicas 
da estrutura, designadamente das frequências, configurações e coeficientes de amortecimento dos seus 
modos naturais de vibração. Efectuaram-se assim ensaios de medição da resposta em aceleração da 
estrutura, sob os efeitos da acção do tráfego de camiões carregados (os mesmos que foram utilizados 
nos ensaios de carga estáticos) e também da acção do vento. Este estudo foi apresentado numa 
conferência nacional (Rodrigues e Campos Costa, 1999). 
Breve descrição da ponte Miguel Torga: 
A ponte Miguel Torga atravessa o vale do rio Douro a 90 m de altura, junto à cidade da 
Régua, sendo uma obra integrada no lanço Régua - Reconcos do IP3. Esta ponte, projectada pelo Eng.º 
Armando Rito, é curva em planta (raio de curvatura de 600 m) e em perfil. Tem um único tabuleiro 
contínuo, com 25,7 m de largura, que se desenvolve ao longo de 11 tramos (32 + 4 × 50 + 60 + 80 + 
100 + 140 + 180 + 108 m) perfazendo uma extensão total de 900 m. Na figura 6.15 apresenta-se um 
alçado e na figura 6.16 uma planta da ponte Miguel Torga. 










Figura 6.15 – Alçado da ponte Miguel Torga. 












Figura 6.16 – Planta da ponte Miguel Torga. 
Os pilares da ponte Miguel Torga são formados por um fuste de secção rectangular oca, 
praticamente constante ao longo da altura, rigidificado por quatro nervuras de dimensão variável 
através das quais se processa o necessário aumento de secção na zona da base. As fundações, quer dos 
pilares quer dos encontros, são directas e quase superficiais. 
Na figura 6.17 apresentam-se algumas vistas gerais da ponte Miguel Torga. 
  
  
Figura 6.17 – Vistas gerais da ponte Miguel Torga. 
A secção transversal do tabuleiro da ponte Miguel Torga é constituída por um caixão 
monocelular de betão armado pré-esforçado de altura variável, com 12 m sobre os pilares P9 e P10 e 
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4 m a meio do vão de 180 m (ver figura 6.18). Esta secção é formada por duas almas, com 0,6 m de 
espessura (0,7 m nos três tramos de maior comprimento) ligadas por lajes e ainda por travessas 






sobre os pilares P9 e P10 a meio do vão de 180 m (P9 - P10)
 
Figura 6.18 – Secções transversais do tabuleiro da ponte Miguel Torga. 
O tabuleiro da ponte Miguel Torga está monoliticamente ligado aos pilares P7 a P10 e apoia-
se através de aparelhos do tipo pot-bearing nos restantes pilares (P1 a P6) e nos encontros. 
Equipamento utilizado e ensaios efectuados: 
Os ensaios de caracterização dinâmica da ponte Miguel Torga foram efectuados com 5 macro-
sismógrafos GSR-16 cujas características foram apresentadas no capítulo 3. Esses aparelhos foram 
utilizados na sua configuração de maior sensibilidade (com capacidade de discretização de uma 
amplitude mínima de aceleração de 15,3 µg). 
Visto vez que, à data de realização dos ensaios (Outubro de 1998), a ponte ainda não se 
encontrava aberta ao tráfego, os camiões que foram utilizados nos ensaios de carga estáticos foram 
também aproveitados para os ensaios de caracterização dinâmica, fazendo-os circular sobre a ponte de 
modo a aumentar o nível da resposta medida. Fizeram-se também alguns ensaios em que os camiões 
passaram por cima de tábuas de ressalto de forma a aplicar uma acção impulsiva na estrutura. 
Uma vez que se pretendia estimar as configurações dos principais modos de vibração da 
estrutura e se dispunha apenas de 5 macro-sismógrafos, estabeleceu-se uma sequência de ensaios de 
forma a obter registos ao longo de todo o tabuleiro da ponte. Nesses ensaios utilizou-se a técnica, 
referida no capítulo 3, de avanço dos pontos de referência, ou seja, em que, em cada dois ensaios 
sucessivos há sempre um ponto comum que permite estabelecer a ligação entre as componentes 
modais avaliadas nos pontos da estrutura instrumentados em cada ensaio (ver a figura 6.20). 
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A resposta da estrutura foi assim medida em 40 pontos diferentes, ao longo de 14 ensaios 
efectuados com os 5 macro-sismógrafos a registar simultaneamente. Realizaram-se ainda 8 ensaios de 
ressalto em que apenas se utilizou um dos aparelhos GSR-16 para registar as acelerações na secção a 
meio do maior vão (P9-P10). Nestes ensaios de ressalto também se registaram extensões nessa secção, 
embora a sua análise não seja apresentada neste trabalho. 
Os 14 ensaios com medições simultâneas em diversos pontos da estrutura consistiram no 
registo da resposta da estrutura, induzida pela passagem de camiões com cerca de 300 kN de peso e 
também pela acção do vento, embora este tenha tido quase sempre uma intensidade muito baixa, sendo 
praticamente imperceptível em muitos dos ensaios efectuados. 
Na figura 6.19 indica-se a localização das secções instrumentadas nos ensaios efectuados na 
ponte Miguel Torga. 
VILA REAL VISEU
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Figura 6.19 – Secções instrumentadas nos ensaios efectuados na ponte Miguel Torga. 
No quadro 6.6 apresenta-se a sequência de ensaios e indicam-se os pontos instrumentados em 
cada um. Nos ensaios 1 a 7 e 9 a 11 os macro-sismógrafos foram colocados no eixo (no separador 
central) das secções transversais do tabuleiro. Nos ensaios 8, 12 e 13, alguns dos macro-sismógrafos 
foram colocados nos extremos das secções transversais do tabuleiro (nos passeios laterais), situação 
em que os correspondentes pontos são designados no quadro 6.6 com os índices M ou J para referir os 
pontos dos lados de, respectivamente, montante e jusante. No ensaio 14, três dos aparelhos GSR-16 
foram colocados nos septos do pilar P9 e os outros dois nos extremos da secção do tabuleiro sobre o 
pilar P9. 
Quadro 6.6 – Pontos instrumentados em cada ensaio. 
Ensaio 
 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
GSR - 200 A G G M M Q Q B A F G E E P91 
GSR - 201 D D J J O O S BM B G H EM EM P92 
GSR - 202 B P9 H P7 P6 P3 P2 BJ C H I EJ EJ P93 
GSR - 204 C F I L N P R EM D D J BM HM P9J 
GSR - 206 P10 E P8 K P5 P4 P1 EJ E E K BJ HJ P9M 
Na figura 6.20 representa-se a sequência dos ensaios 1 a 7, de modo a ilustrar a técnica de 
ensaio com avanço dos pontos de referência. 

































































Figura 6.20 – Sequência dos ensaios 1 a 7 efectuados na ponte Miguel Torga. 
Nos ensaios efectuados na ponte Miguel Torga foi utilizada uma frequência de amostragem de 
50 Hz e em cada ensaio foram obtidos registos com uma duração total de 10 minutos (séries de 30000 
valores amostrados a 50 Hz). 
Identificação modal: 
O método de identificação modal utilizado para analisar os registos obtidos nos ensaios 
efectuados na ponte Miguel Torga (LNEC – Rodrigues e Campos Costa, 1999) foi o método BFD que 
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já foi descrito no capítulo 4. As funções de densidade espectral da resposta da estrutura, foram assim 
avaliadas utilizando a técnica, também descrita no capítulo 4, baseada na transformada discreta de 
Fourier determinada através do algoritmo da FFT. 
Antes da aplicação do método de identificação modal, os registos de aceleração foram objecto 
de um pré-processamento que consistiu nas operações de remoção de média ou de tendências lineares 
e de filtragem passa-alto a 0,20 Hz com um filtro de tipo Butterworth de ordem 2. 
As funções de densidade espectral da resposta da estrutura, foram avaliadas considerando 
amostras com 2048 valores, sobrepostas a 50 %, tendo-se aplicado uma janela de tipo cosine taper a 
cada amostra para reduzir o efeito de escorregamento (leakage). A resolução em frequência das 
funções de densidade espectral assim estimadas é a correspondente aos 2048 valores de cada amostra, 
o que para a frequência de amostragem de 50 Hz corresponde a ∆f = 0,024 Hz. A análise das funções 
de densidade espectral centrou-se apenas no intervalo de frequências entre os 0 e os 6 Hz, pois 
constatou-se ser nessa gama de valores que se situam os picos de ressonância mais importantes. 
Nas figuras 6.21 a 6.23 apresentam-se os espectros normalizados médios dos registos, 


















































































































Figura 6.22 – Espectro normalizado médio dos registos longitudinais no tabuleiro. 
























































Figura 6.23 – Espectro normalizado médio dos registos verticais no tabuleiro. 
Nas figuras 6.24 e 6.25 apresentam-se os espectros normalizados médios dos registos 























































































Figura 6.25 – Espectro normalizado médio dos registos longitudinais no pilar P9. 
Para distinguir entre as frequências de modos verticais e as de modos de torção, calcularam-se 
também os espectros normalizados médios da semi-soma e semi-diferença das acelerações verticais 
registadas nos extremos duma mesma secção transversal do tabuleiro. Esses espectros são 
apresentados nas figuras 6.26 e 6.27. 





































































Figura 6.27 – Espectro normalizado médio da semi-diferença dos registos verticais no tabuleiro. 
Analisando os espectros normalizados médios identificaram-se 29 picos de ressonância, cujas 
frequências são também apresentadas nas figuras 6.21 a 6.27. Após se ter analisado a função de 
coerência entre os registos obtidos em diferentes pontos da estrutura, considerou-se que esses picos de 
ressonância correspondem de facto a modos naturais de vibração da estrutura da ponte. Identificaram-
se assim as frequências de 11 modos transversais, 1 modo longitudinal, 10 modos verticais, 3 modos 
de torção e ainda de 4 modos que envolvem, fundamentalmente, movimentos no pilar P9. No quadro 
6.7 indicam-se as frequências naturais de vibração, identificadas para a ponte Miguel Torga. 
Quadro 6.7 – Frequências naturais de vibração identificadas para a ponte Miguel Torga. 
Modo f (Hz) Tipo de modo  Modo f (Hz) Tipo de modo  Modo f (Hz) Tipo de modo 
1 0,56 Transversal  11 2,17 Transversal  21 3,65 Torção 
2 0,63 Transversal  12 2,25 Vertical  22 3,81 Vertical 
3 0,78 Vertical  13 2,44 Vertical  23 3,88 Transversal 
4 0,93 Transversal  14 2,71 Transversal  24 4,00 Torção 
5 1,17 Transversal  15 2,98 Longitudinal  25 4,30 Pilar P9 
6 1,22 Vertical  16 3,08 Vertical  26 4,52 Transversal 
7 1,51 Transversal  17 3,13 Torção  27 4,66 Pilar P9 
8 1,66 Vertical  18 3,17 Transversal  28 5,10 Pilar P9 
9 1,81 Transversal  19 3,22 Vertical  29 5,30 Pilar P9 
10 1,90 Vertical  20 3,44 Vertical   
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Avaliando as componentes modais com os registos obtidos em diferentes pontos da estrutura, 
através das estimativas H1 das FRF de transmissibilidade (conforme indicado no capítulo 4 quando se 
apresentou o método BFD), identificaram-se as configurações de 22 modos de vibração globais da 
ponte. Nas figuras 6.28 a 6.30 apresentam-se as configurações identificadas com o método BFD para 
os modos verticais e transversais da ponte Miguel Torga. 
 1º modo vertical identificado experimentalmente – f = 0,78 Hz 2º modo vertical identificado experimentalmente – f = 1,22 Hz 
P1











 3º modo vertical identificado experimentalmente – f = 1,66 Hz 4º modo vertical identificado experimentalmente – f = 1,90 Hz 
P1











 5º modo vertical identificado experimentalmente – f = 2,25 Hz 6º modo vertical identificado experimentalmente – f = 2,44 Hz 
P1









 7º modo vertical identificado experimentalmente – f = 3,08 Hz 8º modo vertical identificado experimentalmente – f = 3,22 Hz 
P1









 9º modo vertical identificado experimentalmente – f = 3,44 Hz 10º modo vertical identificado experimentalmente – f = 3,81 Hz 
P1









Figura 6.28 – Configurações dos modos verticais identificados para a ponte Miguel Torga. 


















Figura 6.29 – Configurações dos modos transversais identificados para a ponte Miguel Torga (1º e 2º modos). 
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Figura 6.29 – Configurações dos modos transversais identificados para a ponte Miguel Torga (3º a 10º modos). 
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Os coeficientes de amortecimento dos modos naturais de vibração identificados para a ponte 
Miguel Torga foram estimados através do método da meia potência. Este método foi aplicado 
ajustando uma spline às ordenadas espectrais em torno de cada pico de ressonância, de modo a 
determinar os pontos de meia potência com uma resolução em frequência mais fina (conforme já 
referido no capítulo 4). Para estimar os coeficientes de amortecimento dos modos verticais, 
consideraram-se os auto-espectros dos sinais de resposta obtidos nos ensaios de ressalto, e para 
estimar os coeficientes de amortecimento dos restantes modos, consideraram-se os auto-espectros dos 
registos obtidos nos outros ensaios, seleccionando sempre os correspondentes ao ponto com 
movimentos de maior amplitude no modo de vibração em análise. 
No quadro 6.8, indicam-se os valores dos coeficientes de amortecimento estimados com o 
método da meia potência. Tal como no exemplo anterior, para um dos modos de vibração não foi 
possível avaliar o respectivo coeficiente de amortecimento, em virtude da dificuldade em definir os 
pontos de meia potência. 
Quadro 6.8 – Coeficientes de amortecimento modal avaliados para a ponte Miguel Torga. 
Modo f (Hz) ξ (%)  Modo f (Hz) ξ (%)  Modo f (Hz) ξ (%) 
1 0,56 3,6  11 2,17 1,2  21 3,65 0,8 
2 0,63 3,2  12 2,25 2,0  22 3,81 1,4 
3 0,78 4,2  13 2,44 1,3  23 3,88 0,8 
4 0,93 1,8  14 2,71 1,2  24 4,00 0,7 
5 1,17 1,8  15 2,98 2,3  25 4,30 0,5 
6 1,22 3,0  16 3,08 1,5  26 4,52 0,9 
7 1,51 1,8  17 3,13 1,4  27 4,66 0,5 
8 1,66 2,5  18 3,17 0,9  28 5,10 - 
9 1,81 1,4  19 3,22 1,4  29 5,30 0,5 
10 1,90 2,2  20 3,44 1,2   
Considerações finais: 
A análise da informação obtida nos ensaios de caracterização dinâmica realizados na ponte 
Miguel Torga, que consistiram na medição da resposta da estrutura às acções do tráfego de camiões e 
do vento, permitiu, através da aplicação de um método de identificação modal estocástica, avaliar as 
seguintes características dinâmicas da estrutura: 
- Os valores de 25 frequências de modos de vibração globais da estrutura e ainda de 4 
frequências que foram detectadas apenas nos pontos ao longo do pilar P9; 
- As configurações de 22 desses modos de vibração; 
- Os coeficientes de amortecimento dos 25 modos de vibração globais da ponte e de 3 dos 
modos cujas frequências foram detectadas apenas nos pontos ao longo do pilar P9. 
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As características dinâmicas da ponte Miguel Torga identificadas com base nos ensaios 
realizados in-situ, constituem um contributo importante para a caracterização global do 
comportamento e do estado da estrutura no fim da construção e antes da abertura ao tráfego, havendo 
todo o interesse em acompanhar a sua evolução ao longo da vida da obra. 
Em apreciação geral aos resultados obtidos no estudo efectuado na ponte Miguel Torga, 
considera-se que os mesmos foram positivos e que os objectivos fundamentais pretendidos foram 
alcançados. Comentam-se em seguida alguns aspectos do estudo realizado: 
- Em virtude das características da ponte, nomeadamente, o facto de ter 11 tramos ao longo de 
um comprimento total de 900 m e o facto de ser curva em planta, sentiu-se que teria sido 
bastante melhor, dispor de um maior número de macro-sismógrafos (ou outro sistema de 
medição da resposta da estrutura em aceleração) para efectuar os ensaios (e não apenas os 5 
GSR-16 que havia disponíveis). Devido a esse motivo, acabou por se adoptar um esquema 
de instrumentação da ponte e de realização dos ensaios, que permitiu identificar bem as 
frequências e configurações dos modos verticais e transversais, mas que não foi 
suficientemente refinado para a identificação das configurações dos modos de torção; 
- Neste estudo procurou-se aumentar um pouco os tempos totais de aquisição em cada ensaio, 
passando a fazer registos de 10 minutos em vez dos 8 minutos utilizados nos dois exemplos 
anteriores. Teria sido preferível efectuar registos um pouco maiores, no entanto, devido aos 
motivos já referidos no caso anterior, nomeadamente, a capacidade de memória disponível 
nos macro-sismógrafos GSR-16 (1 MB), houve que manter os tempos de aquisição em 
valores que permitissem efectuar os ensaios dentro de um período de tempo razoável; 
- Para a identificação modal da ponte Miguel Torga utilizou-se já o método básico no domínio 
da frequência (apresentado no capítulo 4), considerando-se que tal constituiu uma melhoria 
em termos de utilização de um método de identificação mais sistematizado e por isso, 
também mais passível de ser automatizado num programa de análise. De facto, para este 
estudo, implementaram-se já em LabView os passos fundamentais do método BFD, numa 
série de programas com possibilidade de transferência de resultados para Excel. Esses 
programas foram posteriormente associados num único programa mais sistematizado; 
- Nos ensaios da ponte Miguel Torga utilizou-se a técnica de ensaio de avanço dos pontos de 
referência. Embora tenha sido possível efectuar a identificação de um número considerável 
de modos de vibração, analisado os registos de resposta assim obtidos, há algumas 
desvantagens em efectuar os ensaios dessa forma, nomeadamente, a análise torna-se mais 
difícil (é necessário analisar os registos de cada ensaio separadamente e em seguida colar as 
componentes modais obtidas para cada ensaio de modo a definir as configurações modais ao 
longo de toda a estrutura), e corre-se também o risco de um dos pontos de referência, comum 
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a cada dois ensaios, coincidir com um nodo de um ou mais modos de vibração, o que 
impedirá uma boa identificação das suas configurações. Como metodologia geral de efectuar 
os ensaios de medição da resposta das estruturas, para aplicação de métodos de identificação 
modal estocástica, considera-se que é preferível adoptar um ou vários pontos de referência 
que se mantêm para todos os ensaios efectuados (conforme já salientado no capítulo 3). 
6.2.4 Ponte suspensa sobre o rio Tejo em Lisboa 
Considerações gerais: 
O estudo de caracterização dinâmica experimental efectuado na ponte suspensa sobre o rio 
Tejo em Lisboa, (LNEC – Rodrigues e Campos Costa, 1999) integrou-se nos ensaios de recepção 
dessa estrutura, realizados pelo LNEC com vista a avaliar experimentalmente o comportamento 
estrutural da ponte, após as obras de alargamento do tabuleiro rodoviário e colocação do tabuleiro 
ferroviário. Os ensaios de caracterização dinâmica então realizados consistiram na medição da 
resposta em aceleração da estrutura, resultante da acção do vento e do tráfego rodoviário. 
Os ensaios de caracterização dinâmica da ponte suspensa sobre o rio Tejo em Lisboa foram 
efectuados em Junho de 1999, antes do início da circulação de comboios na ponte, e sem qualquer 
interrupção do funcionamento normal da mesma. Este foi também um caso, para além do da ponte da 
Arrábida, que ilustra bem uma das vantagens em utilizar a identificação modal estocástica na 
caracterização dinâmica de estruturas de pontes em serviço. Também na ponte suspensa sobre o rio 
Tejo em Lisboa, qualquer interrupção de tráfego provocaria um enorme transtorno nos acessos à 
cidade de Lisboa. 
Este estudo teve como principal objectivo a identificação experimental das frequências, 
configurações e coeficientes de amortecimento dos primeiros modos de vibração globais da estrutura. 
A avaliação in situ dessas características dinâmicas foi efectuada com o intuito de compará-las com as 
calculadas com os modelos de elementos finitos utilizados pelos projectistas (Steinman Boynton 
Gronquist & Birdsall) da solução estrutural adoptada e também com as avaliadas experimentalmente 
após a conclusão da 1ª fase da construção da ponte (LNEC – Marecos et al., 1967; LNEC – Marecos e 
Castanheta, 1970). Interessava também estabelecer uma situação de referência, após as alterações 
introduzidas na ponte, que pudesse ser considerada para a monitorização do estado da estrutura com 
base na observação das suas características dinâmicas ao longo do tempo. 
O estudo de caracterização dinâmica da ponte suspensa sobre o rio Tejo em Lisboa foi 
apresentado numa conferência internacional (Rodrigues e Campos Costa, 2000) e numa conferência 
nacional (Rodrigues e Campos Costa, 2002). 
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Breve descrição da ponte suspensa sobre o rio Tejo em Lisboa: 
Na descrição apresentada em seguida, faz-se apenas uma delineação sucinta das características 
da ponte suspensa sobre o rio Tejo em Lisboa e das alterações nela introduzidas para colocação do 
tabuleiro ferroviário e alargamento do tabuleiro rodoviário. Uma descrição mais detalhada dessas 
alterações e das diferentes soluções estudadas é efectuada em (Crawford e Moniz, 1997; Crawford e 
Barbas, 1997; Fernandes, 1997). 
A ponte suspensa sobre o rio Tejo tem um vão central de 1013 m, dois vãos laterais suspensos 
de 483 m, e três vãos não suspensos, dois de 100 m e um de 99 m, perfazendo um comprimento total 
de 2278 m entre maciços de amarração (ver figura 6.30). Considerando ainda o viaduto de acesso na 
margem Norte, o comprimento total em estrutura elevada atinge os 3223 m. 
 
Figura 6.30 – Corte longitudinal da ponte suspensa sobre o rio Tejo. 
Desde o projecto inicial, a ponte foi planeada para receber tráfego rodoviário e ferroviário, no 
entanto, na altura da construção, decidiu-se que a mesma seria efectuada em duas fases: uma 1ª que 
compreenderia a construção de um tabuleiro rodoviário com 4 vias; e uma 2ª que envolveria a 
instalação do caminho de ferro de via dupla e o reforço da estrutura. A fase inicial foi completada em 
1966 e só nos finais da década de 90 é que foi possível avançar com a 2ª fase. Entretanto, durante os 
30 anos de serviço da ponte, o volume de tráfego rodoviário aumentou significativamente, de modo 
que optou-se por efectuar também o alargamento do tabuleiro rodoviário para 6 vias. 
A solução estrutural adoptada para o alargamento do tabuleiro rodoviário e colocação do 
tabuleiro ferroviário na ponte suspensa sobre o rio Tejo consistiu, fundamentalmente, na instalação de 
um novo par de cabos de suspensão, dispostos superiormente aos cabos de suspensão principais, 
ancorados em maciços de amarração colocados ao lado dos já existentes, e com pendurais dispostos a 
cada 23 m, alternando os pontos de suspensão com os dos pendurais dos cabos principais. 
Com a solução escolhida, conseguiu-se que o reforço da corda superior e diagonais da viga de 
rigidez fosse necessário apenas nas zonas próximas dos apoios. Não foi necessário introduzir reforços 
nas torres, uma vez que na solução inicialmente pensada para a 2ª fase da construção elas estariam 
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sujeitas a esforços maiores do que aqueles que têm de suportar com a solução adoptada. Os pilares de 
desvio dos cabos tiveram que ser reforçados ao longo de toda a sua altura através de chapas exteriores, 
e no seu topo foi necessário colocar um tirante para equilibrar as componentes horizontais resultantes 
do desvio lateral dos novos cabos de suspensão para os seus maciços de amarração. 
Na figura 6.31 apresentam-se dois esquemas da secção transversal da ponte suspensa sobre o 
rio Tejo em Lisboa, antes e após as alterações introduzidas para alargamento do tabuleiro rodoviário e 
colocação do tabuleiro ferroviário. 
   
Figura 6.31 – Alterações introduzidas na secção transversal da ponte suspensa sobre o rio Tejo. 
Com as alterações efectuadas na ponte, a carga permanente suspensa sofreu um aumento de 
cerca de 50 %, sendo as cargas adicionais totalmente suportadas pelos novos cabos (Crawford e 
Moniz, 1997). 
Na figura 6.32 apresenta-se uma vista geral da ponte suspensa sobre o rio Tejo em Lisboa. 
  
Figura 6.32 – Vista geral da ponte suspensa sobre o rio Tejo. 
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Equipamento utilizado e ensaios efectuados: 
Nos ensaios efectuados na ponte suspensa sobre o rio Tejo, utilizaram-se 4 macro-sismógrafos 
GSR-16 cujas características foram apresentadas no capítulo 3. Utilizou-se também um anemómetro 
para verificar os valores da velocidade do vento, na direcção transversal à ponte, ao longo dos ensaios. 
Na ponte suspensa sobre o rio Tejo foram efectuados um total de 7 ensaios de medição da 
resposta da estrutura às acções do tráfego rodoviário e do vento, com os 4 aparelhos GSR-16 a registar 
simultaneamente as acelerações em 4 pontos diferentes da estrutura. Em cada ensaio, os 4 pontos 
estiveram sempre localizados em duas secções transversais diferentes da ponte. Obtiveram-se assim 
registos de acelerações em 14 pontos diferentes, situados em 7 secções transversais (ver figura 6.33). 
  
Figura 6.33 – Secções instrumentadas nos ensaios da ponte suspensa sobre o rio Tejo. 
Inicialmente pretendia-se ter observado a resposta da estrutura num maior número de secções, 
para se poder definir as configurações modais duma forma mais refinada. No entanto, a escolha das 
secções instrumentadas (ver figura 6.33), acabou por ser determinada pelo facto de só nelas existirem 
passadiços transversais, ligados ao passadiço longitudinal que percorre toda a ponte, de onde foi 
possível aceder à corda superior da viga de rigidez, duma forma segura e sem necessidade de impor 
restrições ao tráfego rodoviário. 
Em cada secção os macro-sismógrafos GSR-16 foram colocados em pontos localizados na 
corda superior da viga de rigidez, próximo dos pontos de ligação dos pendurais à viga de rigidez. 
Conforme se representa na figura 6.34, só na secção 0 (1/2 vão do tramo central) é que foi possível 
colocar os aparelhos exactamente nos eixos extremos, enquanto que nas restantes secções eles tiveram 
que ser colocados junto às longarinas exteriores. 
   
Figura 6.34 – Pontos de colocação dos macro-sismógrafos em cada secção. 
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Para a escolha dos pontos instrumentados em cada secção, verificou-se que foi muito 
importante ter efectuado alguns registos preliminares, cuja análise mostrou que os pontos escolhidos 
seriam adequados para a identificação das características dos modos globais de vibração da ponte. 
Medições efectuadas noutros pontos, como por exemplo nos passeios junto às vias de caminho de 
ferro, mostraram uma grande influência de vibrações locais e choques que dificultariam muito a 
identificação modal que se pretendia efectuar. 
No quadro 6.9 e na figura 6.35 indicam-se as secções instrumentadas em cada um dos 7 
ensaios efectuados na ponte suspensa sobre o rio Tejo. Nos ensaios 1 a 3 a secção 22N é a secção de 
referência, enquanto que nos ensaios 5 a 7 a secção de referência é a secção 22S; no ensaio 4 
instrumentaram-se em simultâneo as duas secções 22N e 22S. 
Quadro 6.9 – Secções instrumentadas em cada ensaio. 
Ensaio 1 Ensaio 2 Ensaio 3 Ensaio 4 Ensaio 5 Ensaio 6 Ensaio 7 
22N 22N 22N 22N 0 46S 66S 
66N 46N 0 22S 22S 22S 22S 
  
Figura 6.35 – Sequência dos ensaios efectuados na ponte suspensa sobre o rio Tejo. 
Considerando as características da ponte (grande vão), os valores calculados pelos projectistas 
e a análise efectuada com os registos obtidos em medições preliminares, era de supor que as 
frequências dos primeiros modos de vibração da estrutura tivessem valores bastante baixos (à volta de 
0,1 Hz) e que alguns modos de vibração tivessem frequências muito próximas. Assim, optou-se por 
obter registos com uma grande duração, o que permitiria estimar as funções de densidade espectral da 
resposta da estrutura com uma resolução em frequência adequada. 
A duração total dos registos obtidos em cada ensaio foi de 1h. 5m. 36seg. (6 amostras de 
656 seg.). A frequência de amostragem foi de 50 Hz (a menor possível com o equipamento utilizado), 
tendo os GSR-16 sido configurados com a sua maior sensibilidade (com capacidade de discretização 
de uma amplitude mínima de aceleração de 15,3 µg). 
Com as durações de registo adoptadas, a memória disponível em cada GSR-16 ficou 
praticamente esgotada ao fim de cada ensaio. Assim, terminado cada ensaio foi necessário transferir os 
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registos para o disco rígido dum computador portátil, antes de prosseguir para o ensaio seguinte. Os 
ensaios foram efectuados em 4 tardes de dias diferentes, tendo-se efectuado 2 ensaios em cada tarde. 
Identificação modal: 
A técnica de identificação modal utilizada para analisar os registos obtidos na ponte suspensa 
sobre o rio Tejo (LNEC – Rodrigues e Campos Costa, 1999) foi o método BFD que já foi descrito no 
capítulo 4. 
A análise das funções de densidade espectral da resposta da estrutura centrou-se apenas na 
gama de frequências até aos 2,0 Hz, onde se verificou que os primeiros modos de vibração globais da 
ponte estão situados. Antes do cálculo das funções de densidade espectral, os registos foram pré-
processados através da remoção da componente contínua e filtragem com um filtro passa-banda de 
tipo Butterworth de ordem 8, com frequências de corte de 0,05 Hz e 2,00 Hz. 
A nível do pré-processamento dos registos, determinaram-se também as séries 
correspondentes à semi-soma e à semi-diferença dos registos verticais obtidos nos dois pontos 
instrumentados em cada secção. 
As funções de densidade espectral foram determinadas através da transformada discreta de 
Fourier, calculada com o algoritmo da transformada rápida de Fourier (FFT). Para a sua avaliação 
consideraram-se 12 amostras independentes de 16384 valores cada uma, sobrepostas a 50 %, tendo-se 
aplicado uma janela de Hanning a cada amostra para reduzir os efeitos de escorregamento (leakage). 
Para a frequência de amostragem de 50 Hz, a resolução em frequência das estimativas das funções de 
densidade espectral é portanto de 0,003 Hz. 
Na avaliação dos espectros normalizados médios (ANPSD), introduziu-se uma ligeira 
alteração relativamente ao método indicado no capítulo 4. Essa alteração consistiu em ponderar os 
espectros normalizados com a função de coerência entre os registos obtidos em cada secção nos 
pontos localizados a jusante e a montante, de modo a realçar as ordenadas espectrais correspondentes a 
movimentos globais da secção (função de coerência com valores elevados). 
Nas figuras 6.36, 6.37 e 6.38 apresentam-se os espectros normalizados médios 
correspondentes, respectivamente, à semi-soma das acelerações verticais em cada secção (que 
salientam os picos de ressonância dos modos verticais), à semi-diferença das acelerações verticais em 
cada secção (que salientam os picos de ressonância dos modos de torção) e às acelerações transversais. 
Nos espectros normalizados médios apresentados nessas figuras, indicam-se também os valores das 
frequências dos picos de ressonância mais evidentes, onde, de acordo com os procedimentos do 
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método BFD, se efectuou uma análise das funções de coerência e das relações de amplitude e fase 





















































































































































Figura 6.38 – Espectro normalizado médio dos registos transversais. 
Na figura 6.39 apresenta-se o espectro cruzado e a função de coerência entre os registos 


















Figura 6.39 – Espectro cruzado e função de coerência entre os registos verticais na secção 0. 
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Utilizou-se o método BFD para avaliar as componentes modais nos graus de liberdade 
observados, através das estimativas H1 das FRF de transmissibilidade entre os registos obtidos nas 
secções de referência (22N e 22S) e os obtidos em cada uma das restantes secções. A partir dos 
valores da função de coerência e do número de amostras independentes consideradas, avaliou-se 
também o erro aleatório normalizado nas funções H1, o qual foi utilizado para determinar intervalos de 
confiança na estimativa das componentes modais (conforme já apresentado no capítulo 4). 
Com o método de identificação modal estocástica utilizado, foram identificadas um total de 24 
frequências correspondentes a modos naturais de vibração da ponte suspensa sobre o rio Tejo em 
Lisboa (ver quadro 6.10), tendo-se conseguido identificar também 13 configurações desses modos de 
vibração. Nas figuras 6.40 a 6.41 apresentam-se as configurações obtidas para os três primeiros modos 
transversais, verticais e de torção. Nessas figuras incluem-se barras de erro que representam os 
intervalos de confiança a 95 % na estimativa das componentes modais. 
Quadro 6.10 – Frequências naturais de vibração identificadas para a ponte suspensa sobre o rio Tejo. 
Modo f (Hz) Tipo de modo  Modo f (Hz) Tipo de modo  Modo f (Hz) Tipo de modo 
1 0,070 Transversal  9 0,299 Torção  17 0,644 Transversal 
2 0,116 Vertical  10 0,311 Torção/Torres  18 0,693 Torção 
3 0,143 Vertical  11 0,330 Transversal  19 1,141 Torção 
4 0,168 Transversal  12 0,339 Torção/Torres  20 1,266 Vertical 
5 0,201 Transversal  13 0,375 Transversal  21 1,355 Torção 
6 0,220 Vertical  14 0,400 Transversal  22 1,459 Torção 
7 0,229 Transversal  15 0,482 Torção  23 1,471 Torção 
8 0,253 Transversal  16 0,546 Torção/Torres  24 1,599 Vertical 






















Figura 6.40 – Configurações identificadas para os três primeiros modos transversais. 
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Figura 6.41 – Configurações identificadas para os três primeiros modos verticais. 



















Figura 6.42 – Configurações identificadas para os três primeiros modos de torção. 
No estudo de caracterização dinâmica da ponte suspensa sobre o rio Tejo (LNEC – Rodrigues 
e Campos Costa, 1999), utilizou-se o método de avaliação dos coeficientes de amortecimento já 
apresentado no capítulo 4, que consiste no ajuste dum espectro analítico aos picos de ressonância dos 
auto espectros das acelerações registadas nos ensaios. Conforme se referiu no capítulo 4, com esse 
método, avaliam-se também os desvios padrão (σξ) na estimativa dos coeficientes de amortecimento, o 
que permite ter uma medida do grau de confiança nos valores estimados. 
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Na figura 6.43 ilustra-se a aplicação do método utilizado para estimar os coeficientes de 
amortecimento modal, mostrado-se as ordenadas espectrais seleccionadas para o 1º modo vertical e o 



















Figura 6.43 – Avaliação do coeficiente de amortecimento do 1º modo vertical. 
Os valores estimados para os coeficientes de amortecimento (ξ) e os correspondentes desvios 
padrão (σξ) são apresentados no quadro 6.11, onde se resumem as características dinâmicas 
identificadas para a ponte suspensa sobre o rio Tejo. No quadro 6.11 indicam-se também as 
frequências calculadas com o modelo de elementos finitos espacial utilizado pelos projectistas 
(Steinman Boynton Gronquist & Birdsall) da solução estrutural adoptada para o alargamento do 
tabuleiro rodoviário e colocação do tabuleiro ferroviário na ponte. 
Quadro 6.11 – Resumo das características dinâmicas identificadas para a ponte suspensa sobre o rio Tejo. 
Modos transversais  Modos verticais  Modos de torção 
f (Hz)  f (Hz)  f (Hz) 
ensaios modelo 
ξ (%) σξ (%)  ensaios modelo 
ξ (%) σξ (%)  ensaios modelo 
ξ (%) σξ (%) 
0,070 0,068 3,8 0,67  0,116 0,110 1,4 0,38  0,299 0,261 0,7 0,16 
0,168 0,149 2,0 0,44  0,143 0,133 2,1 1,52  0,311 - 1,0 0,21 
0,201 0,188 1,4 0,27  0,220 0,207 2,0 0,38  0,339 - 0,3 0,16 
0,229 - 0,9 0,22  1,266 - 2,6 0,95  0,482 - 0,8 0,15 
0,253 - 0,8 0,13  1,599 - 0,9 1,40  0,546 - 0,8 0,19 
0,330 - 0,4 0,24   0,693 - 0,7 0,09 
0,375 - 0,6 0,15   1,141 - 0,8 0,18 
0,400 - 0,9 0,19   1,355 - 0,6 0,25 
0,644 - 0,6 0,34   1,459 - 0,6 0,40 
  
 
 1,471 - 0,3 0,10 
Considerações finais: 
Através da aplicação de um método de identificação modal estocástica, na análise dos registos 
da resposta da ponte suspensa sobre o rio Tejo às acções ambiente (tráfego rodoviário e vento), 
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avaliaram-se as frequências e coeficientes de amortecimento de 24 modos naturais de vibração da 
estrutura e também as configurações de 13 desses modos. O facto de a ponte ter as primeiras 
frequências naturais com valores bastante baixos, constituiu por si só um desafio para a realização 
deste estudo, nomeadamente em termos de verificar se o equipamento utilizado tinha de facto uma 
resposta adequada nessa gama de frequências. 
Conforme se pode verificar nos valores apresentados no quadro 6.11, as frequências 
calculadas pelos projectistas, com um modelo de elementos finitos espacial, concordam razoavelmente 
com as identificadas experimentalmente (a maior diferença verifica-se na frequência do 1º modo de 
torção, com um erro relativo de 12,7 %). 
Os valores identificados para as frequências dos primeiros modos transversal e vertical, 
respectivamente, 0,070 Hz e 0,116 Hz, são próximos dos avaliados experimentalmente após a 
conclusão da 1ª fase da construção, através de ensaios então realizados (LNEC – Marecos et al., 1967) 
e do sistema de monitorização que esteve instalado na ponte (LNEC – Marecos e Castanheta, 1970). 
Uma vez que essas frequências não se alteraram significativamente com as obras de alargamento do 
tabuleiro rodoviário e de colocação do tabuleiro ferroviário, pode-se depreender que o acréscimo de 
50 % nas cargas permanentes (Crawford e Moniz, 1997) foi correspondido com igual acréscimo na 
rigidez da estrutura. 
Nas pontes de grande vão, a relação entre a frequência do 1º modo de torção (fθ) e a frequência 
do 1º modo vertical (fv) é um factor importante que é considerado como um indicador da 
susceptibilidade desse tipo de estruturas ao fenómeno de flutter (Davenport, 1994). Esse factor deve 
ser elevado para prevenir que, sob a influência das forças aeroelásticas, ocorra o fenómeno de 
convergência das frequências do modo vertical e de torção. Assim, com as frequências identificadas 
para a ponte suspensa sobre o rio Tejo, determinou-se também esse factor, obtendo-se um valor de 
fθ/fv = 2,58 que está próximo dos valores que se verificam em pontes suspensas de grande vão; por 
exemplo na ponte do Humber, que tem um vão central de 1410 m, esse factor tem um valor de 2,68. 
As características dinâmicas identificadas através dos ensaios realizados na ponte suspensa 
sobre o rio Tejo constituem uma situação de referência, que deve ser tida em conta na monitorização 
do estado da estrutura com base na observação das suas características dinâmicas ao longo do tempo, 
quer através da realização periódica de ensaios semelhantes aos efectuados quer com um sistema de 
monitorização permanente. 
Comentam-se em seguida, alguns aspectos, que se considera importante salientar, relativos ao 
trabalho realizado na ponte suspensa sobre o rio Tejo: 
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- Foi muito importante ter efectuado alguns ensaios preliminares para escolha dos pontos de 
colocação dos macro-sismógrafos; de facto, no caso de se ter optado por instrumentar outros 
pontos, mesmo de acesso mais fácil, como por exemplo nos passeios junto às vias de 
caminho de ferro, ter-se-iam obtidos registos com pouca informação em termos dos modos 
de vibração globais da ponte; 
- A duração total dos registos obtidos em cada ensaio foi de cerca de 1 h., o que para uma 
estrutura com frequências naturais de vibração de valores tão baixos como a ponte suspensa 
sobre o rio Tejo não é de modo algum excessivo; as limitações de memória dos macro-
sismógrafos GSR-16 e a necessidade de efectuar os ensaios num tempo total razoável, levou 
a executá-los com as durações já indicadas; 
- Teria sido melhor ter obtido a resposta da estrutura num maior número de secções, no 
entanto, a dificuldade de acesso aos pontos situados nos extremos da corda superior da viga 
de rigidez levou a limitar os ensaios às 7 secções que foram instrumentadas; 
- Para a ponte suspensa sobre o rio Tejo, devido ao facto de ser uma estrutura com frequências 
naturais de vibração com valores muito baixos, os ensaios de medição de vibrações ambiente 
e a análise posterior da informação obtida, com métodos de identificação modal estocástica, 
são de facto o processo mais eficaz, senão mesmo o único, de avaliar experimentalmente as 
suas características dinâmicas. 
6.2.5 Estrutura de ampliação do aeroporto da Madeira 
Considerações gerais: 
Os ensaios de caracterização dinâmica da estrutura de ampliação do aeroporto da ilha da 
Madeira (LNEC – Rodrigues, 2002) foram efectuados no âmbito dos ensaios de recepção dessa 
estrutura, realizados pelo LNEC após a conclusão das obras de construção da estrutura e antes do 
início da sua utilização para o tráfego de aviões. 
Os ensaios efectuados e a análise subsequente da informação obtida tiveram como principal 
objectivo a avaliação experimental das características dinâmicas da estrutura, designadamente das 
frequências, configurações e coeficientes de amortecimento dos seus modos naturais de vibração. 
Efectuaram-se assim ensaios de medição da resposta em aceleração da estrutura, sob os efeitos da 
acção da passagem de camiões carregados, e ainda ensaios que consistiram na libertação repentina de 
um peso de 608 kN suspenso a meio vão de dois dos painéis de laje da estrutura. 
A avaliação in situ das características dinâmicas da estrutura foi efectuada com o intuito de 
estabelecer uma situação de referência, após a conclusão das obras de construção, que pudesse ser 
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considerada na monitorização da estrutura ao longo do tempo. Interessava também comparar as 
características dinâmicas avaliadas através dos ensaios com as calculadas com modelos de elementos 
finitos, e obter informação experimental sobre o efeito na estrutura de acções de tipo impulsivo, tendo-
se para isso realizado os ensaios de libertação repentina dum peso de 608 kN suspenso a meio vão de 
dois dos painéis de laje da estrutura. 
O estudo de caracterização dinâmica experimental da estrutura de ampliação do aeroporto da 
ilha da Madeira foi apresentado numa conferência internacional (Rodrigues e Campos Costa, 2002) e 
numa conferência nacional (Rodrigues e Campos Costa, 2002). 
Breve descrição da estrutura de ampliação do aeroporto da ilha da Madeira: 
A estrutura de ampliação do aeroporto de Sta. Catarina na ilha da Madeira foi projectada por 
STA - Segadães Tavares & Associados. É uma estrutura em ponte, com um tabuleiro com cerca de 
1000 m de comprimento e 178 m de largura, desenvolvendo-se a cerca de 50 m de altura acima do 
nível do mar. Esta estrutura de betão armado pré-esforçado é constituída por 31 pórticos, transversais 
ao eixo da pista, que distam 32 m entre si (ver figura 6.44). 
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Figura 6.44 – Cortes longitudinais da estrutura de ampliação do aeroporto da ilha da Madeira. 
As vigas dos pórticos suportam uma laje com espessura variável desde 1,0 m nos 12 m 
centrais de cada painel até 1,7 m na ligação às vigas. Os pórticos têm 6 pilares, afastados entre si de 
32 m, ligados superiormente pelas vigas com cinco vãos de 32 m e duas consolas laterais de 14,5 m 
(ver figura 6.45). Estas vigas são também de altura variável desde 5,6 m sobre os pilares até 3,6 m a 
meio vão. Os pilares dos pórticos, de secção circular com 3 m de diâmetro, têm, em geral, cerca de 
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50 m de altura, embora existam pilares com alturas inferiores junto às zonas mais próximas das 
encostas da ilha. As fundações dos pilares são directas em rocha ou indirectas através de estacas que 
nalguns casos chegam a atingir 58 m de profundidade. 
Devido ao seu grande comprimento e sendo fortemente pré-esforçada, a estrutura de 
ampliação do aeroporto da Madeira é muito sensível aos efeitos da fluência e retracção do betão e às 
variações de temperatura, sendo por isso constituída por duas estruturas separadas por uma junta e 
designadas por estrutura da 1ª fase e estrutura da 2ª fase (ver figura 6.44). 
32.0 32.0 32.0 32.0 32.014.5 14.532.0 32.0 32.0 32.0 32.014.5 14.5
 
Figura 6.45 – Cortes transversais da estrutura em dois pórticos. 
Na figura 6.46 apresentam-se algumas vistas gerais da estrutura de ampliação do aeroporto da 
ilha da Madeira. 
  
Figura 6.46 – Vistas gerais da estrutura de ampliação do aeroporto da ilha da Madeira (http://www.anam.pt). 
Equipamento utilizado e ensaios efectuados: 
Nos ensaios de caracterização dinâmica da estrutura de ampliação do aeroporto da ilha da 
Madeira utilizou-se o seguinte equipamento (cujas características foram já descritas no capítulo 3): 
- 12 acelerómetros uniaxiais de tipo force balance, modelo FBA-11 da Kinemetrics; 
- 4 unidades para alimentação e condicionamento de acelerómetros de tipo force balance; 
- sistema de aquisição de dados SCXI-1200 com conversão analógica/digital a 12 bits e um 
chassis SCXI-1000DC de 24 canais; 
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- cabos para alimentação dos acelerómetros e transmissão do respectivo sinal às unidades de 
condicionamento e alimentação e destas ao sistema de aquisição; 
- 5 macro-sismógrafos GSR-16; 
- 2 computadores portáteis. 
Na estrutura de ampliação do aeroporto da ilha da Madeira foram efectuados dois tipos de 
ensaios dinâmicos: 
- ensaios em que, aproveitando os camiões utilizados nos ensaios estáticos, registou-se a 
resposta em aceleração da estrutura, induzida pela circulação dos camiões com velocidades 
moderadas, incluindo a sua passagem sobre tábuas de ressalto de modo a aumentar o nível de 
resposta da estrutura; 
- ensaios de libertação repentina dum peso de 608 kN suspenso a meio vão de dois dos painéis 
de laje da estrutura. 
Os ensaios da estrutura da 1ª fase foram realizados em 4, 5 e 18 de Março de 2000, enquanto 
que os ensaios da estrutura da 2ª fase foram realizados em 18 e 20 de Março de 2000. Em ambas as 
estruturas efectuaram-se os ensaios com circulação de camiões. Na estrutura da 1ª fase efectuaram-se 
dois ensaios de libertação repentina dum peso, ao passo que na estrutura da 2ª fase realizou-se apenas 
um ensaio desse tipo. 
Nos ensaios efectuados foram adoptados factores de ganho nos diversos equipamentos 
utilizados, que permitiram medir amplitudes mínimas de aceleração com valores de: 
- 19,5 µg com os acelerómetros FBA-11, no caso dos ensaios com circulação de camiões; 
- 195 µg com os três acelerómetros FBA-11 mais próximos do ponto de suspensão do peso, 
ficando os restantes acelerómetros FBA-11 (nos ensaios de libertação repentina do peso de 
608 kN) com uma configuração idêntica à utilizada nos ensaios com circulação de camiões; 
- 15,3 µg com os macro-sismógrafos GSR-16, em todos os ensaios. 
Os ensaios com circulação de camiões foram efectuados utilizando transdutores de referência 
que ficaram colocados sempre nos mesmos pontos, enquanto que os restantes transdutores foram 
mudados de ensaio para ensaio. Obtiveram-se assim registos da resposta da estrutura num número 
considerável de pontos, 44 na estrutura da 1ª fase e 62 na estrutura da 2ª fase (ver figuras 6.47 e 6.48). 
A frequência de amostragem utilizada nos ensaios com circulação de camiões, foi de 50 Hz 
para os macro-sismógrafos GSR-16 e de 100 Hz para os acelerómetros FBA-11 ligados ao sistema de 
aquisição SCXI-1200. A duração total dos registos em cada ensaio foi de 10 minutos (30000 valores a 
50 Hz ou 60000 valores a 100 Hz). 

























































































































































































Figura 6.48 – Pontos instrumentados nos ensaios da estrutura da 2ª fase. 
Nos quadros 6.12 e 6.13 indicam-se os pontos instrumentados nos ensaios com circulação de 
camiões, efectuados na estrutura, respectivamente, da 1ª fase e da 2ª fase. 
Quadro 6.12 – Pontos instrumentados nos ensaios da estrutura da 1ª fase. 
ensaios com os acelerómetros FBA-11 (direcção vertical) 
ensaio c.1 c.2 c.3 c.4 c.5 c.6 c.7 c.8 c.9 c.10 c.11 c.12 
1 27 25 23 9 7 6 46 45 44 55 54 53 
2 27 25 23 15 14 13 43 42 41 52 51 50 
3 27 25 23 19 18 17 37 35 34 49 48 47 
ensaios com os macro-sismógrafos GSR-16 (triaxiais) 
ensaio GSR-200 GSR-201 GSR-202 GSR-204 GSR-206 
1 25 12 29 30 40 
2 25 3 4 2 1 
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Quadro 6.13 – Pontos instrumentados nos ensaios da estrutura da 2ª fase. 
ensaios com os acelerómetros FBA-11 (direcção vertical) 
ensaio c.1 c.2 c.3 c.4 c.5 c.6 c.7 c.8 c.9 c.10 c.11 c.12 
1 25 26 23 48 47 46 1 2 3 62 61 60 
2 25 26 23 40 39 38 4 5 6 59 58 57 
3 25 26 23 43 42 41 12 13 14 56 55 54 
4 25 26 23 30 29 28 15 16 17 52 51 50 
5 19 26 32 33 41 45 7 15 20 49 51 53 
ensaios com os macro-sismógrafos GSR-16 (triaxiais) 
ensaio GSR-200 GSR-201 GSR-202 GSR-204 GSR-206 
1 26 0 8 21 34 
2 26 18 9 22 35 
3 26 31 10 23 36 
4 26 44 11 24 37 
Os dois sistemas de medição utilizados nos ensaios (acelerómetros FBA-11 e macro-
sismógrafos GSR-16) funcionaram de forma independente, não se tendo procurado iniciar o 
armazenamento dos registos exactamente no mesmo instante em ambos. Tal exigiu que fossem 
colocados transdutores de ambos os sistemas num ponto de referência comum (o ponto 25 nos ensaios 
da estrutura da 1ª fase e o ponto 26 nos ensaios da estrutura 2ª fase) e que a análise subsequente fosse 
também efectuada de forma independente com os registos obtidos com cada um dos sistemas. 
O segundo tipo de ensaios realizados consistiu na medição das acelerações na estrutura após a 
libertação repentina dum peso de 608 kN suspenso a meio vão de dois dos painéis de laje da estrutura. 
A suspensão do peso de 608 kN foi efectuada através de 4 cordões de pré-esforço ligados a uma 
estrutura metálica de suporte do peso, constituído por blocos de betão, e a uma placa de ancoragem na 
face superior da laje. O peso foi elevado através de um macaco hidráulico, com o qual os cordões 
foram tensionados e em seguida ancorados na referida placa de ancoragem. A estrutura metálica de 
suporte do peso, tinha um elemento fusível que foi cortado através de explosivos, conseguindo-se 
dessa forma que o peso fosse libertado repentinamente deixando a estrutura a vibrar livremente. 
Nos quadros 6.14 a 6.16 e nas figuras 6.49 a 6.51 indicam-se os pontos instrumentados nos 
ensaios de libertação dum peso de 608 kN. Nestes ensaios utilizou-se uma frequência de amostragem 
de 250 Hz em ambos os sistemas de medição (acelerómetros FBA-11 e macro-sismógrafos GSR-16). 
Quadro 6.14 – Pontos instrumentados no 1º ensaio de libertação dum peso na estrutura da 1ª fase. 
acelerómetros FBA-11 (direcção vertical) 
c.1 c.2 c.3 c.4 c.5 c.6 c.7 c.8 c.9 c.10 c.11 c.12 
23 25 27 6 7 9 37 35 34 16 30 32 
macro-sismógrafos GSR-16 (triaxiais) 
GSR-200 GSR-201 GSR-202 GSR-204 GSR-206 
25 5 21 33 20 
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Quadro 6.15 – Pontos instrumentados no 2º ensaio de libertação dum peso na estrutura da 1ª fase. 
acelerómetros FBA-11 (direcção vertical) 
c.1 c.2 c.3 c.4 c.5 c.6 c.7 c.8 c.9 c.10 c.11 c.12 
26 28 29 39 38 36 8 10 11 22 24 25 
macro-sismógrafos GSR-16 (triaxiais) 
GSR-200 GSR-201 GSR-202 GSR-204 GSR-206 
28 12 30 40 31 
Quadro 6.16 – Pontos instrumentados no ensaio de libertação dum peso na estrutura da 2ª fase. 
acelerómetros FBA-11 (direcção vertical) 
c.1 c.2 c.3 c.4 c.5 c.6 c.7 c.8 c.9 c.10 c.11 c.12 
27 28 29 42 41 40 14 15 16 24 25 26 
macro-sismógrafos GSR-16 (triaxiais) 
GSR-200 GSR-201 GSR-202 GSR-204 GSR-206 



























































Acelerómetros uniaxiais (direcção vertical)
PONTO DE SUSPENSÃO DO PESO DE 608 kN
Macro-sismógrafos triaxiais
 
Figura 6.49 – Instrumentação no 1º ensaio de libertação dum peso efectuado na estrutura da 1ª fase. 




























































PONTO DE SUSPENSÃO DO PESO DE 608 kN
 
Figura 6.50 – Instrumentação no 2º ensaio de libertação dum peso efectuado na estrutura da 1ª fase. 





















































PONTO DE SUSPENSÃO DO PESO DE 608 kN
 
Figura 6.51 – Instrumentação no ensaio de libertação dum peso efectuado na estrutura da 2ª fase. 
Análise dos registos obtidos nos ensaios com circulação de camiões: 
Os registos de acelerações na estrutura, obtidos nos ensaios com circulação de camiões, foram 
analisados utilizando o método BFD, que já foi descrito no capítulo 4. As funções de densidade 
espectral da resposta da estrutura foram assim determinadas utilizando o algoritmo da FFT. 
Antes do cálculo das funções de densidade espectral, os registos de acelerações foram pré-
processados através de: remoção de média ou de tendências lineares; filtragem passa baixo com 
frequência de corte a 20 Hz, utilizando um filtro de tipo Butterworth de ordem 4; e no caso dos 
registos obtidos com os acelerómetros FBA-11, decimação dos sinais da frequência de 100 Hz para 
uma frequência de 50 Hz. 
As funções de densidade espectral da resposta da estrutura foram avaliadas considerando 
amostras com 4096 valores, sobrepostas a 50 %, tendo-se aplicado uma janela de Hanning a cada 
amostra para reduzir o efeito de escorregamento (leakage). A resolução em frequência das funções de 
densidade espectral assim estimadas é a correspondente aos 4096 valores de cada amostra, o que para 
a frequência de amostragem de 50 Hz corresponde a ∆f = 0,012 Hz. 
A análise das funções de densidade espectral, que se apresenta em seguida, centra-se na gama 
de frequências até aos 6 Hz. 
Nas figuras 6.52 a 6.57 apresentam-se os espectros normalizados médios (ANPSD), avaliados 
com os registos obtidos nos ensaios com circulação de camiões. Nessas figuras indicam-se também os 
valores das frequências que, após análise das funções de coerência e das estimativas H1 das FRF de 
transmissibilidade, entre os registos de resposta nos diferentes pontos instrumentados e nos pontos de 
referência, foram consideradas como correspondentes a modos naturais de vibração da estrutura. 






























































































































Figura 6.54 – ANPSD dos registos longitudinais na estrutura da 1ª fase (ensaios com camiões). 























































































































Figura 6.57 – ANPSD dos registos longitudinais na estrutura da 2ª fase (ensaios com camiões). 
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Nas figuras 6.58 a 6.61 representam-se graficamente as componentes modais (na direcção 
vertical) avaliadas nos pontos instrumentados, para as frequências de 2,22 Hz, 2,34 Hz, 2,73 Hz e 
3,04 Hz, identificadas nos espectros dos registos verticais. Nessas representações incluiu-se também a 
informação obtida com os ensaios de libertação repentina dum peso de 608 kN, para aumentar a malha 
de pontos instrumentados e assim melhorar a representação gráfica das configurações modais. A 
primeira figura, relativa à frequência de 2,22 Hz refere-se, conforme indicado através da designação 
dos pórticos transversais, à zona observada nos ensaios da estrutura da 1ª fase, enquanto que as outras 
figuras referem-se à zona ensaiada da estrutura da 2ª fase. 
Nas outras frequências de ressonância (para além das 4 indicadas no parágrafo anterior) dos 
espectros dos registos obtidos na direcção vertical, não foi possível obter um traçado gráfico claro das 
configurações dos correspondentes modos de vibração. Saliente-se que devido às características da 
estrutura de ampliação do aeroporto da Madeira, nomeadamente o facto de ser uma estrutura contínua 
com um grande número de vãos a que acresce o facto de ter uma largura grande (178 m), há um 
número considerável de modos de vibração verticais com frequências muito próximas (o que 
dificultou muito a identificação das suas características). Esta proximidade entre as frequências dos 
modos de vibração verticais foi também verificada no modelo de elementos finitos que será 
apresentado mais adiante. 
Nas figuras 6.58 a 6.61 os pontos a vermelho representam as componentes modais avaliadas 
nos pontos instrumentados e também nos pontos sobre os pilares onde se assumiu que as componentes 
verticais são nulas. A superfície a cinzento representada nessas figuras, resulta do ajuste duma spline 
bi-dimensional aos pontos a vermelho. Essas figuras estão subdivididas em duas partes; na parte do 
lado esquerdo representa-se a configuração entre os alinhamentos 3 e 4 e entre os pórticos que limitam 
as zonas instrumentadas; na parte do lado direito representa-se a configuração entre os alinhamentos 1 
e 6 e entre os pórticos que limitam as zonas que foram instrumentadas em toda a largura da estrutura. 
  
Figura 6.58 – Configuração identificada para a frequência de 2,22 Hz (modo vertical). 
 Aplicações em Estruturas de Engenharia Civil 
 327 
  
Figura 6.59 – Configuração identificada para a frequência de 2,34 Hz (modo vertical). 
  
Figura 6.60 – Configuração identificada para a frequência de 2,73 Hz (modo vertical). 
  
Figura 6.61 – Configuração identificada para a frequência de 3,04 Hz (modo vertical). 
Apesar da dificuldade em identificar configurações, para além das apresentada nas figuras 
6.58 a 6.61, que indiquem claramente que as frequências dos restantes picos de ressonância 
correspondem a modos naturais de vibração da estrutura, verifica-se que em várias dessas ressonâncias 
obtiveram-se, em diversos pontos, valores da função de coerência que indiciam que elas correspondem 
também a modos naturais de vibração da estrutura. Os valores dessas frequências estão indicados nos 
espectros das figuras 6.52 a 6.57 e são também indicados no quadro 6.17, onde se resumem as 
características dinâmicas identificadas para a estrutura de ampliação do aeroporto da Madeira. 
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Em relação aos modos de vibração com componentes fundamentalmente horizontais (modos 
transversais e longitudinais), a malha de pontos instrumentados nessas direcções não foi muito extensa 
pelo que não foi possível fazer um traçado global em toda a estrutura das configurações desses modos 
de vibração. Assim, com base, fundamentalmente, na análise dos valores da função de coerência nas 
frequências dos picos de ressonância mais evidentes, concluiu-se que as frequências indicadas em 
seguida correspondem a modos naturais de vibração da estrutura: 
- modos fundamentalmente transversais: 0,68 Hz, 1,31 Hz e 1,79 Hz; 
- modos fundamentalmente longitudinais: 1,06 Hz e 2,12 Hz. 
É de salientar que estas frequências de modos transversais e longitudinais, surgem nos 
espectros avaliados com os registos obtidos em ambas as estruturas (1ª fase e 2ª fase), o que leva a 
depreender que estes modos envolvem movimentos de conjunto das estruturas de ambas as fases. 
Note-se que nos ensaios com circulação de camiões, as vibrações medidas nas direcções horizontais 
nas cinco frequências acima indicadas, têm amplitudes muito pequenas, com valores máximos de 
cerca de 90 µg, situação em que é verosímil que exista compatibilidade de deslocamentos horizontais 
na junta estrutural entre as estruturas das duas fases. 
Análise dos registos obtidos nos ensaios de libertação dum peso de 608 kN: 
A análise dos registos de aceleração obtidos nos ensaios de libertação repentina dum peso de 
608 kN teve como principal objectivo a avaliação das frequências e dos coeficientes de amortecimento 
dos modos naturais de vibração da estrutura. Os registos obtidos nestes ensaios foram analisados com 
o método BFD, para avaliação das componentes modais nos pontos onde a resposta foi observada, 
complementando as componentes modais avaliadas a partir dos registos dos ensaios com circulação de 
camiões (conforme referido anteriormente). As respostas medidas nos ensaios de libertação repentina 
dum peso de 608 kN foram também utilizadas para estimar os coeficientes de amortecimento, através 
do ajuste duma função exponencial aos registos da resposta em regime livre, filtrados com um filtro 
passa-banda em torno das frequências dos modos de vibração identificados. 
Antes da aplicação dos métodos de análise utilizados, todos os registos de aceleração obtidos 
nos ensaios de libertação repentina dum peso de 608 kN foram objecto de um pré-processamento que 
consistiu nas seguintes operações: 
- remoção da componente contínua ou de tendências lineares; 
- filtragem passa-baixo com frequência de corte de 20 Hz e utilizando um filtro de tipo 
Butterworth de ordem 4. 
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Na figura 6.62 apresentam-se, numa representação em perspectiva, os registos de acelerações 
verticais (após as operações de pré-processamento acima referidas), obtidos no ensaio de libertação 
dum peso de 608 kN, efectuado na estrutura da 2ª fase. 
 
Figura 6.62 – Acelerações verticais no ensaio de libertação dum peso efectuado na estrutura da 2ª fase. 
Nas figuras 6.63 a 6.65 apresentam-se os espectros médios das acelerações verticais registadas 
nos ensaios de libertação dum peso de 608 kN. Nessas figuras indicam-se também os valores das 


































































































Figura 6.64 – Espectro médio dos registos verticais na estrutura da 1ª fase (2º ensaio de libertação dum peso). 












































Figura 6.65 – Espectro médio dos registos verticais na estrutura da 2ª fase (ensaio de libertação dum peso). 
Analisando os espectros calculados com os registos dos ensaios de libertação dum peso de 
608 kN, confirmaram-se as frequências dos modos de vibração já identificados com os ensaios com 
circulação de camiões e identificaram-se mais algumas frequências de modos que foram mais 
excitados, tornando-se mais evidentes nesses espectros. 
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Figura 6.66 – Avaliação do coeficiente de amortecimento do modo vertical com frequência de 2,34 Hz. 
No quadro 6.17 resumem-se as características dinâmicas identificadas experimentalmente para 
a estrutura de ampliação do aeroporto da ilha da Madeira (incluindo-se a informação obtida nos 
ensaios realizados nas estruturas da 1ª fase e da 2ª fase). 
Quadro 6.17 – Características dinâmicas identificadas para a estrutura de ampliação do aeroporto da Madeira. 
Modos verticais  Modos transversais 
f (Hz) ξ (%)  f (Hz) ξ (%)  f (Hz) ξ (%)  f (Hz) ξ (%) 
2,22 2,8  3,04 1,7  4,22 1,1  0,68 5,8 
2,28 3,3  3,10 1,3  4,36 1,8  1,31 4,7 
2,34 2,9  3,39 1,3  4,53 1,2  1,79 2,7 
2,37 3,6  3,59 3,2  4,62 1,5    
2,48 2,5  3,66 1,2  4,76 1,6  Modos longitudinais 
2,66 2,5  3,77 1,1  4,82 1,5  f (Hz) ξ (%) 
2,73 1,9  4,03 1,9  5,24 1,2  1,06 4,7 
2,82 1,6  4,08 1,9  5,71 1,0  2,12 2,5 
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Comparação com um modelo de elementos finitos: 
Adicionalmente ao estudo de caracterização dinâmica experimental, foi também desenvolvido 
um modelo de elementos finitos da estrutura de ampliação do aeroporto da ilha da Madeira. As 
frequências e configurações modais calculadas com este modelo foram um elemento importante para a 
interpretação dos resultados experimentais. 
O modelo elaborado é um modelo espacial (ver figura 6.67) que inclui as estruturas de ambas 
as fases interligadas na junta estrutural através de elementos de ligação. A opção por elaborar um 
modelo que inclui as estruturas de ambas as fases deveu-se fundamentalmente ao facto, salientado 
anteriormente, de se terem identificado as mesmas frequências de modos transversais e longitudinais, 
quer com os registos obtidos na estrutura da 1ª fase quer com os obtidos na estrutura da 2ª fase. 
O modelo tem 293 elementos de barra, 16955 elementos de casca, 226 elementos de mola e 57 
elementos de ligação. No modelo são ainda definidas 2847 relações de dependência entre os graus de 
liberdade de alguns nós, resultando num total de 107282 graus de liberdade. 
 
Figura 6.67 – Perspectiva do modelo de elementos finitos da estrutura de ampliação do aeroporto da Madeira. 
As características consideradas no modelo de elementos finitos, nomeadamente o módulo de 
elasticidade dos materiais e a rigidez nas fundações dos pilares e em outros pontos de apoio, foram 
definidas tendo em conta a informação disponível sobre o betão aplicado em obra e ainda de modo a 
que as frequências calculadas se aproximassem das identificadas experimentalmente. 
Nas figuras 6.68 a 6.70 representam-se, numa vista em planta, as configurações calculadas 
com o modelo de elementos finitos, correspondentes aos 3 primeiros modos transversais, indicando-se 
também as respectivas frequências. 
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Figura 6.68 – Configuração calculada com o modelo para a frequência de 0,68 Hz. 
 
Figura 6.69 – Configuração calculada com o modelo para a frequência de 1,24 Hz. 
 
Figura 6.70 – Configuração calculada com o modelo para a frequência de 1,70 Hz. 
Nas figuras 6.71 e 6.72 representam-se, numa vista em alçado, as configurações calculadas 
com o modelo de elementos finitos, correspondentes aos 2 primeiros modos longitudinais, indicando-
se também as respectivas frequências. 
 
Figura 6.71 – Configuração calculada com o modelo para a frequência de 1,07 Hz. 
 
Figura 6.72 – Configuração calculada com o modelo para a frequência de 2,12 Hz. 
Nas figuras 6.73 a 6.81 representam-se as configurações calculadas, com o modelo de 
elementos finitos, dos modos verticais que se considera que correspondem a modos verticais 
identificados experimentalmente, indicando-se também as respectivas frequências. 
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Figura 6.73 – Configuração calculada com o modelo para a frequência de 2,23 Hz. 
 
Figura 6.74 – Configuração calculada com o modelo para a frequência de 2,31 Hz. 
 
Figura 6.75 – Configuração calculada com o modelo para a frequência de 2,35 Hz. 
 
Figura 6.76 – Configuração calculada com o modelo para a frequência de 2,44 Hz. 
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Figura 6.77 – Configuração calculada com o modelo para a frequência de 2,49 Hz. 
 
Figura 6.78 – Configuração calculada com o modelo para a frequência de 2,65 Hz. 
 
Figura 6.79 – Configuração calculada com o modelo para a frequência de 2,67 Hz. 
 
Figura 6.80 – Configuração calculada com o modelo para a frequência de 2,80 Hz. 
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Figura 6.81 – Configuração calculada com o modelo para a frequência de 3,05 Hz. 
Um dos aspectos, já referido, que se verificou com o modelo de elementos finitos, foi de facto 
a existência de modos verticais com frequências muito próximas. Por exemplo, na gama de 
frequências entre os 2,0 Hz até aos 4,5 Hz, determinaram-se 140 modos de vibração verticais. 
No quadro 6.18 e na figura 6.82 comparam-se as frequências identificadas experimentalmente 
com as calculadas com o modelo de elementos finitos para os correspondentes modos de vibração. 
Quadro 6.18 – Frequências experimentais e calculadas com o modelo. 
Modos verticais, f (Hz)  Modos transversais, f (Hz)  Modos longitudinais, f (Hz) 
experimental modelo  experimental modelo  experimental modelo 
2,22 2,23  0,68 0,68  1,06 1,07 
2,28 2,31  1,31 1,24  2,12 2,12 
2,34 2,35  1,79 1,70    
2,37 2,44       
2,48 2,49       
2,66 2,65       
2,73 2,67       
2,82 2,80       
3,04 3,05       
















Figura 6.82 – Comparação entre frequências calculadas e identificadas experimentalmente. 
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No modelo de elementos finitos desenvolvido para a estrutura de ampliação do aeroporto da 
Madeira foram incluídos elementos de casca para modelar as palas laterais de segurança e elementos 
de barra para modelar os muretes laterais para-rodas. A inclusão destes elementos deveu-se ao facto de 
se ter constatado que eles conferem alguma rigidez vertical adicional ao longo dos bordos laterais da 
estrutura, tendo influência nas configurações calculadas para os modos verticais, que assim ficam mais 
próximas das avaliadas experimentalmente. Pode-se verificar este facto nas figuras 6.83 e 6.84, onde 
se representam as componentes modais para os modos verticais com frequências de 2,22 Hz e 2,34 Hz, 
num corte transversal a ½ vão entre os pórticos, respectivamente, P14 e P15 (figura 6.83) e P24 e P25 
(figura 6.84). 
No gráfico superior das figuras 6.83 e 6.84 comparam-se as componentes modais avaliadas 
experimentalmente com as calculadas com um modelo de elementos finitos que não inclui a pala 
lateral de segurança nem o murete para-rodas, enquanto que no gráfico inferior as componentes 
experimentais são comparadas com as calculadas com o modelo onde estão incluídos a pala lateral de 
segurança e o murete para-rodas. Como se pode verificar, no segundo caso a aproximação entre as 
componentes calculadas e as avaliadas experimentalmente é muito melhor. 
3029282726252423222120 31
componentes avaliadas experimentalmente
modelo sem pala lateral de segurança e murete para-rodas
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
componentes avaliadas experimentalmente
modelo com pala lateral de segurança e murete para-rodas
 
Figura 6.83 – Componentes modais a ½ vão entre os pórticos P14 e P15 para o modo vertical com 2,22 Hz. 
3130292827262524232221
componentes avaliadas experimentalmente
modelo sem pala lateral de segurança e murete para-rodas
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
componentes avaliadas experimentalmente
modelo com pala lateral de segurança e murete para-rodas
 
Figura 6.84 – Componentes modais a ½ vão entre os pórticos P24 e P25 para o modo vertical com 2,34 Hz. 
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Considerações finais: 
Através dos ensaios de caracterização dinâmica realizados na estrutura de ampliação do 
aeroporto da Madeira, avaliaram-se: 
- Os valores de 29 frequências de modos de vibração globais da estrutura; 
- As configurações de 4 modos verticais, nas zonas da estrutura observadas nos ensaios; 
- Os coeficientes de amortecimento dos 29 modos de vibração globais da estrutura. 
As características dinâmicas identificadas experimentalmente foram também comparadas com 
as avaliadas com um modelo de elementos finitos, tendo-se verificado uma boa concordância entre as 
frequências e configurações modais calculadas e as avaliadas experimentalmente. 
Verificou-se que dadas as características da estrutura de ampliação do aeroporto da Madeira, a 
avaliação experimental das suas propriedades dinâmicas é uma tarefa difícil, especialmente devido à 
proximidade entre as frequências dos modos de vibração verticais. Considera-se assim que, em cada 
ensaio, dever-se-iam ter obtido registos com uma duração superior àquela que foi adoptada. Também 
teria sido melhor ter efectuado mais ensaios, de modo a observar a resposta da estrutura num maior 
número de pontos, o que facilitaria a identificação das configurações de mais modos de vibração, para 
além daqueles para os quais foi possível identificá-las. 
As características dinâmicas avaliadas experimentalmente são um contributo importante para a 
caracterização global do comportamento e do estado da estrutura de ampliação do aeroporto da 
Madeira, após as obras de construção e antes do início da sua utilização para o tráfego de aviões. 
Está previsto que se venha a instalar na estrutura de ampliação do aeroporto da Madeira um 
sistema de instrumentação dinâmica para acompanhar as características dinâmicas da estrutura ao 
longo da sua vida e caracterizar a acção do tráfego de aviões e os seus efeitos dinâmicos na estrutura. 
A informação obtida com os ensaios de caracterização dinâmica efectuados, bem como o modelo de 
elementos finitos que foi desenvolvido, serão importantes para analisar a informação que será obtida 
com esse sistema de monitorização, nomeadamente: 
- as características dinâmicas identificadas nos ensaios constituem uma situação de referência 
para o seu acompanhamento ao longo do tempo; 
- os efeitos medidos da libertação repentina do peso de 608 kN ajudarão a caracterizar e 
quantificar os efeitos das aterragens e decolagens dos aviões; 
- o modelo de elementos finitos poderá ser utilizado para efectuar estudos de modelação 
analítica da aterragem e decolagem de aeronaves, podendo-se calibrar os resultados dos 
mesmos com os efeitos observados com o sistema de monitorização. 
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6.2.6 Ponte Salgueiro Maia sobre o rio Tejo em Santarém 
Considerações gerais: 
O estudo de caracterização dinâmica experimental da ponte Salgueiro Maia sobre o rio Tejo 
em Santarém (LNEC – Rodrigues, 2000) foi desenvolvido no âmbito dos ensaios de recepção dessa 
estrutura, realizados pelo LNEC no fim da construção dessa obra e antes da sua abertura ao tráfego. 
O estudo efectuado teve como objectivo a avaliação das propriedades dinâmicas da estrutura, 
nomeadamente das frequências, configurações e coeficientes de amortecimento dos seus modos 
naturais de vibração. Efectuaram-se assim ensaios de medição da resposta em aceleração da estrutura, 
sob os efeitos da acção do tráfego de camiões carregados (os mesmos que foram utilizados nos ensaios 
de carga estáticos) e também da acção do vento. Este estudo foi apresentado numa conferência 
internacional (Rodrigues, 2001) e numa conferência nacional (Rodrigues, 2002). 
Breve descrição da ponte Salgueiro Maia: 
A ponte Salgueiro Maia sobre o rio Tejo, em Santarém, integra-se num troço do IC10. Esta 
ponte, projectada pelo Eng.º Câncio Martins (Câncio Martins, 2000) tem um comprimento total de 
570 m, dos quais 480 m são atirantados. A zona atirantada tem um vão central de 246 m e vãos laterais 
contíguos de 78 m e 42 m. Há ainda dois vãos laterais extremos não atirantados, cada um com 40,5 m 
de comprimento. Nos vãos laterais, o tabuleiro apoia-se em pilares intermédios. Na figura 6.85 
apresenta-se um corte longitudinal da ponte Salgueiro Maia. 
570.0
















Figura 6.85 – Corte longitudinal da ponte Salgueiro Maia. 
Os dois mastros, que suspendem o tabuleiro da ponte no seu eixo, são monolíticos com o 
próprio tabuleiro. Estes mastros têm 50 m de altura acima do tabuleiro e são de betão armado até ao 
nível da cota dos primeiros tirantes e a partir desse nível até ao topo são em estrutura mista aço-betão. 
Os 72 tirantes que suspendem o tabuleiro têm uma disposição em semi-harpa. 
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O tabuleiro da ponte é de betão armado pré-esforçado. Tem uma largura de 28,2 m e é 
formado por uma viga caixão de forma rectangular com dimensões exteriores de 10,0 m por 2,5 m, 
completada com o prolongamento da laje superior do caixão e com a introdução de escoras de betão 
pré-fabricadas que actuam em conjunto com a referida laje. 
Na zona de ligação dos mastros ao tabuleiro, este é rigidificado através de uma robusta 
carlinga que por sua vez se apoia nos pilares através de um conjunto de 20 aparelhos de apoio de 
neoprene de elevado amortecimento (HDRB), que constituem um sistema de isolamento sísmico da 
superestrutura da ponte (Marioti e Duarte, 1999). 
Na figura 6.86 apresentam-se algumas vistas gerais da ponte Salgueiro Maia. 
   
   
Figura 6.86 – Vistas gerais da ponte Salgueiro Maia. 
Equipamento utilizado e ensaios efectuados: 
Nos ensaios de caracterização dinâmica da ponte Salgueiro Maia utilizou-se o seguinte 
equipamento (cujas características foram já descritas no capítulo 3): 
- 15 acelerómetros uniaxiais de tipo force balance, modelo ES-U da Kinemetrics; 
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- 5 unidades para alimentação e condicionamento de acelerómetros de tipo force balance; 
- sistema de aquisição de dados SCXI-1200 com conversão analógica/digital a 12 bits e um 
chassis SCXI-1000DC de 24 canais; 
- cabos para alimentação dos acelerómetros e transmissão do respectivo sinal às unidades de 
condicionamento e alimentação e destas ao sistema de aquisição; 
- 5 macro-sismógrafos GSR-16; 
- 2 computadores portáteis. 
O sistema de medição de acelerações, constituído pelos acelerómetros ES-U, unidades de 
alimentação e condicionamento, sistema de aquisição e computador portátil, foi utilizado com uma 
configuração que permitiu discretizar uma amplitude mínima de aceleração de 19,5 µg. Por seu lado, 
os macro-sismógrafos GSR-16 foram utilizados na sua configuração de maior sensibilidade, com 
capacidade de discretização de uma amplitude mínima de aceleração de 15,3 µg. 
Nos ensaios efectuados na ponte Salgueiro Maia, foi a primeira vez em que houve 
oportunidade de utilizar os acelerómetros ES-U da Kinemetrics. Embora nesses ensaios, ainda não se 
tenha explorado toda a capacidade desses acelerómetros, o que só foi feito em ensaios realizados 
posteriormente noutras estruturas, os resultados obtidos na ponte Salgueiro Maia foram bastante 
positivos, conforme se verá adiante. 
Os ensaios foram efectuados utilizando uma técnica semelhante à adoptada nos ensaios de 
outras estruturas, tendo-se escolhido uma secção de referência (com base numa análise prévia com um 
modelo de elementos finitos e de modo a evitar escolher um nodo dos principais modos de vibração) 
onde se colocaram transdutores que aí permaneceram em todos os ensaios, enquanto que os restantes 
foram sendo colocados em diversas secções ao longo da estrutura. 
Ao escolher as secções a instrumentar, teve-se em conta a simetria da estrutura, de modo que 
definiu-se uma malha mais refinada num dos lados da ponte (o lado de Santarém) enquanto que no 
lado de Almeirim considerou-se uma malha mais larga, correspondente a apenas um ensaio para 
confirmação da simetria do funcionamento da estrutura. 
Os acelerómetros ES-U foram utilizados para instrumentar 25 secções do tabuleiro e os 
macro-sismógrafos GSR-16 foram utilizados para instrumentar as 8 secções do tabuleiro sobre os 
pilares e ainda o topo dos dois mastros (ver figura 6.87). Com os acelerómetros ES-U efectuaram-se 8 
ensaios (correspondentes a colocações diferentes dos transdutores na estrutura) e com os macro-
sismógrafos GSR-16 foram efectuados apenas 4 ensaios. 
No quadro 6.19 indicam-se as secções instrumentadas em cada ensaio. 
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Secções instrumentadas com os acelerómetros ES-U
P1 P2 P3 P4 P5
P6 P7 P8
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1415 16 17 1819 20 21 23
ref.1 ref.2
24 2522
Secções instrumentadas com os macro-sismógrafos GSR-16






P5 P6 P7 P8
P5TOPO
 
Figura 6.87 – Secções instrumentadas nos ensaios da ponte Salgueiro Maia. 
Quadro 6.19 – Secções instrumentadas em cada ensaio. 
ensaios com os acelerómetros ES-U (cada unidade está ligada a 3 acelerómetros) 
ensaio unidade 1 unidade 2 unidade 3 unidade 4 unidade 5 
0 25 21 22 23 24 
1 1 6 11 14 17 
2 2 7 12 14 18 
3 3 8 13 14 19 
4 4 9 15 14 20 
5 5 10 16 14 21 
6 5 8 16 14 20 
7 23 8 16 14 20 
ensaios com os macro-sismógrafos GSR-16 
ensaio GSR-200 GSR-201 GSR-202 GSR-204 GSR-206 
0 23 P5 P6 P7 P8 
1 P1 P2 P3 P4 14 
2 14J 14M P4 P4TOPO P5TOPO 
3 14J 14M 20 23J 23M 
Os dois sistemas de instrumentação funcionaram de forma independente, não se tendo 
procurado iniciar o armazenamento de registos exactamente no mesmo instante em ambos. Tal 
facilitou a prossecução dos ensaios e não levantou dificuldades na análise, uma vez que esta foi 
efectuada de forma independente com os dados provenientes de cada um dos sistemas. Obviamente, 
em cada ensaio, foi necessário colocar transdutores de ambos os sistemas na secção de referência. 
Antes dos ensaios foram efectuadas algumas medições preliminares, para avaliar os níveis da 
resposta induzida pelas acções ambiente e para escolher os melhores pontos para colocar os 
transdutores durante os ensaios. Com base na análise dessas medições preliminares optou-se por 
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colocar toda a instrumentação no interior da secção em caixão do tabuleiro; o que teve também a 
vantagem de evitar a colocação de cabos na faixa de rodagem por onde circularam camiões durante os 
períodos de realização dos ensaios. Conforme se ilustra na figura 6.88, os acelerómetros ES-U foram 






Figura 6.88 – Colocação dos acelerómetros ES-U em cada secção. 
Nos 6 primeiros ensaios com os acelerómetros ES-U e nos 4 primeiros ensaios com os 
macro-sismógrafos GSR-16, fizeram-se circular sobre a ponte, camiões carregados (os mesmos que 
foram utilizados nos ensaios estáticos) com uma velocidade de cerca de 50 km/h. Nestes ensaios não 
se procurou controlar com precisão a velocidade de circulação dos camiões, pois o objectivo que se 
pretendeu atingir foi apenas o de gerar uma acção ambiente que aumentasse a resposta da estrutura. 
O 7º ensaio realizado com os acelerómetros ES-U consistiu na passagem de camiões sobre 
tábuas com cerca de 7 cm de altura, colocadas na faixa de rodagem em 4 secções diferentes. 
Nos últimos ensaios com os acelerómetros ES-U, foram efectuadas diversas passagens na via 
de montante, com camiões a circular com velocidades bem definidas. Estes ensaios foram efectuados 
no âmbito de outro trabalho de doutoramento a decorrer na FEUP, dedicado à avaliação experimental 
e modelação numérica dos efeitos dinâmicos do tráfego rodoviário (Calçada, 2003). 
A frequência de amostragem utilizada nos ensaios foi de 50 Hz, excepto no 7º ensaio realizado 
com os acelerómetros ES-U em que se utilizou uma frequência de amostragem de 200 Hz. No quadro 
6.20 indica-se a duração total dos registos obtidos em cada ensaio. 
Quadro 6.20 – Duração total dos registos obtidos nos ensaios da ponte Salgueiro Maia. 
ensaios com os ES-U duração (seg.) ensaios com os GSR-16 duração (seg.) 
ensaio 0 1311 ensaio 0 1638 
ensaios 1 a 5 1147 ensaio 1 1638 
ensaio 6 1475 ensaio 2 3277 
ensaio 7 7700 ensaio 3 2458 
Identificação modal: 
Na análise de identificação modal efectuada com os registos obtidos nos ensaios efectuados na 
ponte Salgueiro Maia (LNEC – Rodrigues, 2000) foi utilizado o método BFD que já foi descrito no 
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capítulo 4. As funções de densidade espectral da resposta da estrutura, foram assim avaliadas com o 
algoritmo da FFT, utilizando a técnica também descrita no capítulo 4. 
Antes da aplicação do método de identificação modal, os registos de aceleração obtidos nos 
ensaios foram objecto de um pré-processamento que consistiu nas seguintes operações: 
- remoção da componente contínua ou de tendências lineares; 
- filtragem passa-banda entre 0,25 Hz e 6,25 Hz com um filtro Butterworth de ordem 8; 
- decimação dos registos, das frequências com que foram adquiridos nos ensaios para uma 
frequência de 12,5 Hz. 
Com a decimação dos sinais para uma frequência de 12,5 Hz, a frequência de Nyquist passou a 
ser de 6,25 Hz e portanto a identificação modal subsequente foi também desenvolvida apenas até essa 
frequência. De facto, quer a análise prévia com um modelo de elementos finitos, quer a análise dos 
registos preliminares obtidos antes dos ensaios, mostraram que nessa gama de frequências já seria 
possível identificar um número considerável de modos de vibração. 
O pré-processamento dos registos incluiu ainda o cálculo da semi-soma e da semi-diferença 
dos registos verticais obtidos nos pontos a montante e jusante de cada secção instrumentada. As séries 
obtidas por semi-soma dos registos verticais contêm as componentes com movimentos verticais da 
secção, enquanto que as obtidas por semi-diferença contêm as componentes com movimentos de 
torção. As séries assim determinadas foram as consideradas na análise subsequente de identificação 
modal, pois desta forma torna-se mais fácil distinguir entre modos verticais e modos de torção. 
As funções de densidade espectral da resposta da estrutura foram avaliadas considerando 
amostras com 2048 valores, sobrepostas a 50 %, tendo-se aplicado uma janela de Hanning a cada 
amostra para reduzir o efeito de escorregamento (leakage). A resolução em frequência das funções de 
densidade espectral assim estimadas é a correspondente aos 2048 valores de cada amostra, o que para 
a frequência de amostragem de 12,5 Hz corresponde a ∆f = 0,006 Hz. 
Para reunir e sintetizar a informação contida nos auto espectros avaliados com os registos 
obtidos em todas as secções instrumentadas, determinaram-se os correspondentes espectros 
normalizados médios (ANPSD). Estes espectros foram calculados separadamente para: 
- semi-soma dos registos verticais (ver figura 6.88), para identificar os modos verticais; 
- semi-diferença dos registos verticais (ver figura 6.89), para identificar os modos de torção; 
- registos transversais no tabuleiro (ver figura 6.90); 
- registos longitudinais no tabuleiro (ver figura 6.91); 
- registos transversais no topo dos mastros (ver figura 6.92); 
- registos longitudinais no topo dos mastros (ver figura 6.93). 

























































































































































































Figura 6.91 – Espectro normalizado médio dos registos longitudinais no tabuleiro. 




































































































Figura 6.93 – Espectro normalizado médio dos registos longitudinais no topo dos mastros. 
Para a identificação das frequências correspondentes a modos naturais de vibração da 
estrutura, seleccionaram-se os picos de ressonância mais evidentes nos espectros normalizados médios 
e, simultaneamente, analisaram-se as funções de coerência e as relações de amplitude e fase entre os 
registos obtidos nas diferentes secções instrumentadas e na secção de referência. Nos espectros das 
figuras 6.88 a 6.93 estão também indicados os valores das frequências que, após essa análise, foram 
consideradas como correspondentes a modos naturais de vibração da ponte Salgueiro Maia. 
As configurações dos modos de vibração da ponte Salgueiro Maia foram avaliadas de acordo 
com o método BFD, já descrito no capítulo 4, ou seja, com base na estimativa H1 da FRF de 
transmissibilidade entre os registos obtidos nas diversas secções instrumentadas e os adquiridos na 
secção de referência. A partir dos valores da função de coerência e do número de amostras 
consideradas na avaliação de H1, determinaram-se também os intervalos de confiança a 95 % na 
estimativa das componentes modais em cada secção. As configurações modais assim identificadas, 
serão apresentadas mais adiante, em paralelo com as calculadas com um modelo de elementos finitos. 
Para avaliar os coeficientes de amortecimento, utilizou-se o método, já apresentado no 
capítulo 4, que consiste no ajuste dum espectro analítico aos picos de ressonância dos auto espectros 
das acelerações registadas nos ensaios. 
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Com o método de identificação modal estocástica utilizado, identificaram-se as frequências, 
configurações e coeficientes de amortecimento de 32 modos de vibração da ponte Salgueiro Maia. No 
quadro 6.21 indicam-se os valores das frequências e dos coeficientes de amortecimento, avaliados 
através dos ensaios. 
Comparação com um modelo de elementos finitos: 
Para além do estudo de caracterização dinâmica da ponte Salgueiro Maia, com base na análise 
dos registos de aceleração obtidos nos ensaios, foi também desenvolvido um modelo de elementos 
finitos. Este modelo foi um elemento importante para o planeamento dos ensaios e também para a 
interpretação dos resultados experimentais. 
O modelo desenvolvido é um modelo espacial (ver figura 6.94), sendo constituído por: 1020 
elementos de casca para o tabuleiro; 856 elementos de barra para os pilares, mastros, tirantes e alguns 
elementos do tabuleiro; e 56 elementos de ligação para simular os aparelhos de apoio. No total o 
modelo tem 6306 graus de liberdade. 
 
Figura 6.94 – Perspectiva do modelo de elementos finitos da ponte Salgueiro Maia. 
Na definição dos parâmetros considerados no modelo de elementos finitos, nomeadamente o 
módulo de elasticidade dos materiais e a rigidez dos aparelhos de apoio HDRB, tiveram-se em conta 
os valores especificados no projecto, tendo-se ainda efectuado um ajuste dos mesmos, de modo a que 
as frequências calculadas se aproximassem das identificadas experimentalmente. 
No quadro 6.21 indicam-se os valores das frequências calculadas com o modelo de elementos 
finitos, comparando-as com as identificadas experimentalmente. Na figura 6.95 essa comparação é 
feita graficamente. Como se pode verificar, há um bom ajuste entre as frequências identificadas e as 
calculadas com o modelo de elementos finitos. 
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Quadro 6.21 – Frequências e coeficientes de amortecimento experimentais e frequências calculadas. 
Modos verticais  Modos de torção  Modos transversais 
ensaios modelo  ensaios modelo  ensaios modelo 
f (Hz) ξ (%) f (Hz)  f (Hz) ξ (%) f (Hz)  f (Hz) ξ (%) f (Hz) 
0,43 0,7 0,44  0,92 0,5 0,83  0,53 3,6 0,52 
0,72 0,8 0,69  1,82 0,7 1,66  0,55 1,0 0,53 
1,18 0,6 1,12  2,72 0,7 2,43  0,66 1,9 0,67 
1,63 0,7 1,52  3,63 0,6 3,21  1,26 0,6 1,43 
1,72 0,6 1,61  4,44 1,0 3,84  2,89 0,6 2,21 
1,87 0,6 1,75  5,22 0,5 4,50  3,77 0,5 3,39 
2,50 0,8 2,29  6,06 0,5 5,04  4,37 0,3 4,24 
3,03 1,3 2,66      5,85 0,3 5,23 
3,29 0,9 2,97  Modos longitudinais     
3,75 0,1 3,41  ensaios modelo     
3,81 0,5 3,44  f (Hz) ξ (%) f (Hz)     
4,13 0,2 3,71  0,95 1,2 0,98     
5,09 0,2 4,53  5,63 0,3 5,54     
6,01 0,5 5,22  5,67 0,1 5,57     
Modos longitudinais
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Figura 6.95 – Comparação entre frequências calculadas e identificadas experimentalmente. 
Saliente-se ainda, que relativamente às frequências calculadas com o modelo utilizado no 
estudo do comportamento sísmico da ponte Salgueiro Maia, efectuado na fase de projecto (Delgado et 
al., 1995), verificou-se que há um bom ajuste com as frequências identificadas para os 4 primeiros 
modos verticais. No que se refere às frequências dos modos transversais e longitudinais, verificam-se 
algumas diferenças, que são justificadas pelo facto de nesse estudo se ter considerado uma rigidez para 
os aparelhos de apoio HDRB, correspondente a níveis de deformação que se podem verificar no caso 
de ocorrência dum sismo; nessa situação os aparelhos de apoio HDRB são bastante menos rígidos do 
que para deformações horizontais muito pequenas, como as que se verificaram durante os ensaios de 
caracterização dinâmica efectuados na ponte Salgueiro Maia. 
Na figura 6.96 comparam-se as configurações identificadas experimentalmente com as 
calculadas com o modelo de elementos finitos, para os modos de vibração verticais da ponte Salgueiro 
Maia. Como se pode verificar nessa figura, há uma concordância bastante boa entre as configurações 
experimentais e as calculadas com o modelo. 
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 f = 0,43 Hz – configuração experimental f = 0,44 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
 f = 0,72 Hz – configuração experimental f = 0,69 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
 f = 1,18 Hz – configuração experimental f = 1,12 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
 f = 1,63 Hz – configuração experimental f = 1,52 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
 f = 1,72 Hz – configuração experimental f = 1,61 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
 f = 1,87 Hz – configuração experimental f = 1,75 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
 f = 2,50 Hz – configuração experimental f = 2,29 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
 f = 3,03 Hz – configuração experimental f = 2,66 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
 f = 3,29 Hz – configuração experimental f = 2,97 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
 f = 3,75 Hz – configuração experimental f = 3,41 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
 f = 3,81 Hz – configuração experimental f = 3,44 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
 f = 4,13 Hz – configuração experimental f = 3,71 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
 f = 5,09 Hz – configuração experimental f = 4,53 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
 f = 6,01 Hz – configuração experimental f = 5,22 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
Figura 6.96 – Configurações experimentais e calculadas de modos verticais da ponte Salgueiro Maia. 
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Relativamente às configurações dos modos de vibração verticais, salientou-se já a boa 
concordância entre os valores experimentais e os calculados com o modelo. Apenas no caso do 11º 
modo vertical com uma frequência de 3,81 Hz, é que essa concordância não é tão boa, o que poderá 
ser justificado pela proximidade do modo anterior, com uma frequência de 3,75 Hz, que não permitiu, 
com o método de identificação modal estocástica utilizado (método BFD), destrinçar melhor as 
componentes correspondentes a cada um desses modos de vibração. Note-se que no modelo de 
elementos finitos, esses dois modos de vibração têm também frequências muito próximas (3,44 Hz e 
3,41 Hz). 
Na figura 6.97 comparam-se as configurações identificadas experimentalmente com as 
calculadas com o modelo de elementos finitos, para os modos de vibração de torção da ponte 
Salgueiro Maia. Para esses modos, há também uma boa concordância entre as configurações 
experimentais e as calculadas com o modelo. 
 f = 0,92 Hz – configuração experimental f = 0,83 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
 f = 1,82 Hz – configuração experimental f = 1,66 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
 f = 2,72 Hz – configuração experimental f = 2,43 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
 f = 3,63 Hz – configuração experimental f = 3,21 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
 f = 4,44 Hz – configuração experimental f = 3,84 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
 f = 5,22 Hz – configuração experimental f = 4,50 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
 f = 6,06 Hz – configuração experimental f = 5,04 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
Figura 6.97 – Configurações experimentais e calculadas de modos de torção da ponte Salgueiro Maia. 
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Na figura 6.98 comparam-se, com representações em planta, as configurações identificadas 
experimentalmente com as calculadas com o modelo de elementos finitos, para os modos de vibração 
transversais da ponte Salgueiro Maia. 
 f = 0,53 Hz – configuração experimental f = 0,52 Hz – configuração calculada 
20 P5 P6 P7 P8P4P3P2P1 23
14
ref.
P4topo P5topo   
 f = 0,55 Hz – configuração experimental f = 0,53 Hz – configuração calculada 
14




 f = 0,66 Hz – configuração experimental f = 0,67 Hz – configuração calculada 
































































Figura 6.98 – Configurações experimentais e calculadas de modos transversais da ponte Salgueiro Maia. 
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Relativamente aos modos de vibração transversais, é interessante salientar que os dois 
primeiros modos transversais têm frequências muito próximas, 0,53 Hz e 0,55 Hz, correspondendo o 
primeiro, a um modo em que os mastros vibram transversalmente no mesmo sentido (em fase), e o 
segundo, a um modo em que os mastros vibram transversalmente em sentidos diferentes (em oposição 
de fase). Para ilustrar melhor essa diferença entre os dois primeiros modos de vibração transversais, 
apresentam-se na figura 6.99 as correspondentes configurações calculadas; note-se que também com o 
modelo de elementos finitos, as frequências calculadas para esses modos, têm valores muito próximos, 
0,52 Hz e 0,53 Hz. 
É assim de salientar que a identificação dos dois primeiros modos transversais, só foi possível 
porque as funções de densidade espectral da resposta da estrutura, foram estimadas com uma 
resolução em frequência (0,006 Hz) que permitiu distinguir os picos de ressonância correspondentes a 
cada um desses modos (ver o espectro normalizado médio da figura 6.92). 
 f = 0,52 Hz – configuração calculada f = 0,53 Hz – configuração calculada 
   
Figura 6.99 – Configurações calculadas dos modos transversais com 0,52 Hz e 0,53 Hz. 
Na figura 6.100 comparam-se as configurações identificadas experimentalmente com as 
calculadas com o modelo de elementos finitos, para os modos de vibração longitudinais da ponte 
Salgueiro Maia. 
 f = 0,95 Hz – configuração experimental f = 0,98 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
 f = 5,63 Hz – configuração experimental f = 5,54 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
 f = 5,67 Hz – configuração experimental f = 5,57 Hz – configuração calculada 
P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
ref.
  
Figura 6.100 – Configurações experimentais e calculadas de modos longitudinais da ponte Salgueiro Maia. 
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Nas representações das configurações modais identificadas experimentalmente, apresentadas 
nas figuras 6.96, 6.97, 6.98 e 6.100, incluíram-se barras de erro que representam os intervalos de 
confiança a 95 % na estimativa das componentes modais, avaliados de acordo com o processo descrito 
no capítulo 4. Como se pode verificar, em várias das configurações, essas barras de erro são muito 
pequenas, o que ilustra a existência, nas respectivas frequências, de uma boa coerência entre os sinais 
de resposta em diferentes secções e na secção de referência. 
Considerações finais: 
Através da aplicação de um método de identificação modal estocástica na análise da 
informação obtida nos ensaios de caracterização dinâmica da ponte Salgueiro Maia, foi possível 
avaliar as seguintes características dinâmicas da estrutura: 
- Os valores de 32 frequências de modos de vibração globais da estrutura (14 de modos 
verticais, 7 de modos de torção, 8 de modos transversais e 3 de modos longitudinais); 
- As configurações de 32 desses modos de vibração; 
- Estimaram-se também os coeficientes de amortecimento dos 32 modos de vibração. 
As características dinâmicas identificadas experimentalmente constituem um contributo 
importante para a caracterização global do comportamento e do estado da ponte Salgueiro Maia, após 
as obras de construção e no início da sua utilização. O acompanhamento da evolução dessas 
características ao longo da vida da obra permitirá avaliar a evolução do estado da estrutura, podendo 
ser efectuado através da realização de ensaios de medição da resposta da estrutura às acções ambiente, 
realizados em condições de funcionamento normal da ponte. 
Comentam-se em seguida alguns aspectos do estudo de caracterização dinâmica experimental 
da ponte Salgueiro Maia: 
- Os resultados obtidos foram bastante satisfatórios, em face do grande número de modos de 
vibração que foi possível identificar duma forma inequívoca; 
- A utilização de um modelo de elementos finitos, em paralelo com o trabalho experimental e 
de análise da informação obtida nos ensaios, revelou ser importante quer para a fase de 
preparação dos ensaios quer para a fase da análise de identificação modal. Em resultado da 
experiência ganha com este estudo, considera-se que, na identificação modal estocástica, 
pode ser bastante importante na fase de validação dos resultados da identificação, efectuar a 
sua comparação com os valores calculados com modelos de elementos finitos. A utilidade 
dessa comparação revela-se sobretudo na validação dos modos de ordem superior, para os 
quais é difícil ter uma ideia prévia clara de como é a sua configuração. Note-se que uma das 
questões que se coloca nos métodos de identificação modal estocástica, conforme referido no 
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capítulo 4, é a capacidade de distinguir os picos de ressonância ou os pólos dos modos do 
sistema a identificar, de eventuais picos de ressonância ou pólos do sistema das acções 
ambiente; a comparação dos resultados da identificação experimental com os resultados 
obtidos com um modelo de elementos finitos pode ajudar a efectuar essa distinção; 
- Do ponto de vista prático da realização dos ensaios, importa também referir que todas as 
secções em que foram colocados os transdutores utilizados, foram previamente marcadas no 
dia anterior aos dias dos ensaios, com a numeração indicada na figura 6.87, o que durante a 
execução dos ensaios, evitou que houvesse dúvidas quanto à colocação dos transdutores em 
cada ensaio; 
- Para a identificação modal da ponte Salgueiro Maia, utilizou-se o método básico no domínio 
da frequência (apresentado no capítulo 4), implementado no programa modal ID
desenvolvido em LabView, o qual tem capacidade de análise simultânea dos registos de 
vários ensaios e possibilidade de transferência de resultados para Excel.
6.2.7 Ponte ferroviária de Canelas 
Considerações gerais: 
O estudo sobre o comportamento dinâmico da ponte ferroviária de Canelas (LNEC –
 Rodrigues, 2001) foi desenvolvido por solicitação da REFER, com o objectivo de avaliar a 
adequabilidade dessa obra de arte, para o aumento da velocidade máxima de circulação dos comboios 
de pendulação activa 4001/10 (comboios pendulares) de 140 km/h para 220 km/h. 
O estudo efectuado na ponte de Canelas envolveu a realização de ensaios in situ para 
avaliação das características dinâmicas da estrutura e dos efeitos dinâmicos do tráfego ferroviário. 
A adequabilidade da ponte de Canelas para a circulação de comboios pendulares com 
velocidades de 220 km/h foi analisada considerando os aspectos relacionados com: a segurança da 
estrutura; a segurança da circulação dos comboios; e o conforto dos passageiros. A análise, 
relativamente a estes três aspectos foi efectuada, considerando as disposições da regulamentação 
aplicável, nomeadamente o Eurocódigo 1 (CEN, 2001) e as regras da Union Internationale des 
Chemins de Fer (UIC, 1976, 1979, 1994), tendo em conta as características dinâmicas da estrutura 
avaliadas experimentalmente, e simulando analiticamente a resposta dinâmica da estrutura à passagem 
do sistema de forças correspondente ao comboio pendular. 
O estudo sobre o comportamento dinâmico da ponte de Canelas sob a acção do tráfego 
ferroviário foi apresentado numa conferência internacional (Rodrigues, 2002). 
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Não é do âmbito deste trabalho entrar em detalhe na análise das questões relacionadas com o 
comportamento dinâmico de estruturas de pontes, sob a acção do tráfego ferroviário de alta 
velocidade; nesse domínio, refere-se o trabalho de Calçada (1995). Na apresentação que se faz em 
seguida, do estudo efectuado na ponte de Canelas, aborda-se apenas a análise de identificação modal 
que foi efectuada, e que constituiu uma parte importante do mesmo. 
Breve descrição da ponte ferroviária de Canelas: 
A ponte ferroviária de Canelas situa-se ao Km 282,944 da linha do Norte, tendo um 
desenvolvimento total de 72 m entre eixos de apoios extremos. Esta obra de arte, projectada no 
gabinete Gapres, é constituída por seis tramos com 12 m de vão, simplesmente apoiados em pilares de 
tipo laminar, nos apoios intermédios, e em encontros de tipo aparente em cofre, nos apoios extremos. 
A ponte de Canelas suporta duas vias férreas de via larga com tabuleiros independentes para 
cada uma, havendo para tal uma junta longitudinal ao longo de toda a estrutura. Os pilares e os 
encontros são únicos para as duas vias, suportando assim, ambos os tabuleiros. Em planta, a directriz 
da via ascendente (via A) apresenta um raio de 892 m, e a da via descendente (via D) um raio de 
896 m. Em perfil longitudinal, a rasante é horizontal, sendo a cota do carril da fila baixa de 5,75 m ao 
longo de toda a obra. 
As fundações dos pilares e dos encontros são de tipo indirecto por estacas, encabeçadas por 
maciços de espessura adequada para garantir a uniformidade do seu funcionamento. 
Na figura 6.101 apresenta-se o alçado da ponte de Canelas, e na figura 6.102, o alçado dum 
pilar e a secção transversal do tabuleiro. 
LISBOA
12 m12 m 12 m12 m 12 m12 m
72 m
E1
P1 P2 P3 P4 P5
PORTO
E2
Figura 6.101 – Alçado da ponte de Canelas. 
Em cada uma das vias da ponte de Canelas, o tabuleiro tem 6,2 m de largura, sendo 
constituído por uma laje maciça com 4,5 m e 0,7 m de espessura e uma consola lateral com 1,7 m de 
largura e altura variável entre 0,3 m e 0,5 m. A laje maciça em estrutura mista aço-betão, possui 9 
perfis metálicos HE 500B embebidos, com um afastamento entre si de 0,475 m. O tabuleiro da ponte 
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dispõe ainda de um guarda balastro que é constituído por uma viga com 0,6 m de altura e 0,3 m de 





1.7 m 4.5 m 1.7 m4.5 m
12.4 m
via D
Figura 6.102 – Alçado dum pilar e secção transversal do tabuleiro da ponte de Canelas. 
Todos os tramos do tabuleiro são fixos de um dos lados (lado para onde o comboio se desloca) 
e móveis do outro (lado de onde o comboio se desloca). Cada um dos apoios móveis é constituído por 
nove aparelhos de apoio (um sob cada perfil HE 500B) de secção rectangular e formados por neoprene 
envolvendo chapas de aço inoxidável. Os apoios fixos são idênticos aos móveis, havendo no entanto, 
no intervalo entre perfis, ferrolhos de aço inoxidável, embebidos no betão do pilar ou do encontro. 
Na figura 6.103 podem observar-se algumas vistas gerais da ponte ferroviária de Canelas. 
Figura 6.103 – Vistas gerais da ponte de Canelas. 
Aplicações em Estruturas de Engenharia Civil 
356 
Equipamento utilizado e ensaios efectuados: 
Os ensaios efectuados na ponte de Canelas foram realizados num período desde cerca das 9h. 
até perto das 18h.30m., tendo consistido na medição de extensões e de acelerações induzidas pela 
passagem dos comboios. Para a realização dos ensaios não foi imposta qualquer restrição ao tráfego 
que usualmente circula sobre a ponte, tendo-se apenas solicitado à REFER, a informação relativa às 
velocidades dos comboios que circularam sobre a estrutura durante o período de ensaio. 
Nos ensaios in situ realizados na ponte de Canelas utilizou-se o seguinte equipamento: 
- 15 acelerómetros uniaxiais de tipo force balance, modelo ES-U da Kinemetrics; 
- 5 unidades para alimentação e condicionamento de acelerómetros de tipo force balance;
- 2 extensómetros indutivos e respectivo equipamento de condicionamento e alimentação; 
- 4 extensómetros piezoeléctricos de circuito integrado (ICP) de marca PCB, modelo 740A02, 
e fonte de alimentação apropriada; 
- 1 computador portátil; 
- placa de aquisição de dados DAQ Card AI-16XE-50 da National Instruments com conversão 
analógica/digital a 16 bits, instalada no computador portátil; 
- chassis SCXI-1000DC de 32 canais, também da National Instruments, ligado a uma bateria; 
- cabos para alimentação dos acelerómetros e transmissão do respectivo sinal às unidades de 
condicionamento e alimentação e destas ao sistema de aquisição. 
Os ensaios efectuados na ponte de Canelas tiveram como principais objectivos, por um lado, a 
determinação das características dinâmicas da estrutura, e por outro, a avaliação de amplificações 
dinâmicas associadas ao tráfego ferroviário. Os acelerómetros foram utilizados principalmente para 
conseguir o primeiro objectivo, enquanto que os extensómetros foram utilizados, fundamentalmente, 
para atingir o segundo. 
Embora a ponte de Canelas seja constituída por 6 tramos independentes para cada via, ou seja, 
por um total de 12 tramos simplesmente apoiados, na instrumentação utilizada optou-se por manter 3 
acelerómetros sempre nos mesmos pontos (11A e 11D), enquanto que os outros foram sendo 
colocados em pontos diferentes, de ensaio para ensaio. Foram assim efectuados 5 ensaios em que os 
acelerómetros foram colocados em 46 pontos da estrutura (23 em cada via). Na figura 6.104 indica-se 
a localização dos pontos instrumentados e no quadro 6.22 indicam-se os pontos instrumentados com 
os acelerómetros ES-U em cada ensaio. 
Como se pode verificar no quadro 6.22, nos 3 primeiros ensaios obtiveram-se, essencialmente, 
registos na direcção vertical, em pontos situados a meio vão e a quartos de vão dos 12 tramos. 
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Fizeram-se ainda os ensaios 4 e 5 em que os acelerómetros foram mudados para a direcção horizontal, 





1A 2A 3A 13A 14A 15A
1D 2D 3D 13D 14D 15D
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Figura 6.104 – Pontos instrumentados nos ensaios da ponte de Canelas. 
Quadro 6.22 – Pontos instrumentados com os acelerómetros ES-U em cada ensaio. 
unidade 1 unidade 2 unidade 3 unidade 4 unidade 5 
ensaio 




































































































































Na figura 6.105, ilustra-se a colocação dos acelerómetros ES-U nas consolas laterais do 
tabuleiro, e também dos extensómetros que, durante todos os ensaios efectuados, ficaram colocados na 
secção de meio vão do tramo entre os pilares P3 e P4 (ver figura 6.104). Os extensómetros indutivos 
(que se designam por IND1 e IND2) foram colocados na superfície de betão junto ao bordo exterior da 
laje. Quanto aos extensómetros piezoeléctricos de circuito integrado (que se designam por ICP1, ICP2, 
ICP3 e ICP4), optou-se por colocá-los na face inferior do banzo de quatro dos perfis HE 500B. 
via A via D









Secção de 1/2 vão do tramo P3 - P4
Figura 6.105 – Colocação dos acelerómetros e extensómetros. 
Antes da realização dos ensaios, foi efectuada uma visita ao local da ponte, com o objectivo de 
avaliar as condições em que os ensaios seriam efectuados, e também para obter alguns registos 
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preliminares que permitiram avaliar o nível de vibrações induzidas pelo tráfego ferroviário e estimar a 
gama de frequências em que se situa a frequência do primeiro modo de flexão vertical dos tramos da 
ponte. Com base na análise desses registos preliminares, definiu-se a configuração do equipamento a 
adoptar nos ensaios. O sistema com os acelerómetros ES-U foi assim utilizado com uma sensibilidade 
de 5 Volt/g, o que para as características do equipamento de aquisição de dados utilizado, corresponde 
a uma capacidade de discretização de uma amplitude mínima de aceleração de 61,0 g.
Durante o período de ensaio foram registadas as acelerações e extensões induzidas na estrutura 
da ponte, pela passagem de um total de 68 comboios (33 na via A e 35 na via D), incluindo 8 
comboios pendulares (que circularam com uma velocidade máxima de 140 km/h). 
A frequência de amostragem utilizada nos ensaios foi de 200 Hz. 
Na figura 6.106 podem observar-se algumas fotografias do tráfego ferroviário sobre a ponte de 
Canelas durante o dia dos ensaios. 
Figura 6.106 – Tráfego ferroviário sobre a ponte de Canelas durante os ensaios. 
Identificação modal: 
Os registos de acelerações adquiridos nos ensaios da ponte de Canelas (LNEC – Rodrigues, 
2001) foram analisados, para efeitos de identificação modal, utilizando o método BFD e o método de 
Ibrahim no domínio do tempo (ITD), que já foram descritos no capítulo 4. O método BFD foi utilizado 
com o objectivo de avaliar as frequências e configurações dos primeiros modos naturais de vibração 
dos tramos da ponte. O método ITD foi utilizado, fundamentalmente, para avaliar o coeficiente de 
amortecimento do 1º modo vertical dos tramos da ponte (que era um parâmetro importante a 
determinar, para as simulações analíticas da passagem do comboio pendular), permitindo também 
estimar a correspondente frequência (por uma via diferente da seguida no método BFD). 
Na aplicação de ambos os métodos de identificação modal (BFD e ITD), houve a preocupação 
de determinar as características dinâmicas dos tramos da ponte na situação de estarem descarregados. 
Assim, o método BFD foi aplicado considerando as acelerações registadas durante as passagens de 
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comboios na via oposta à do tramo em análise (para os tramos da via A analisaram-se as acelerações 
registadas nas passagens de comboios na via D; para os tramos da via D analisaram-se as acelerações 
correspondentes a passagens de comboios na via A). O método ITD foi aplicado às respostas em 
regime livre obtidas através da média das acelerações registadas imediatamente após os comboios 
terem passado sobre a ponte. 
Antes da aplicação dos métodos de identificação modal, os registos de aceleração obtidos nos 
ensaios foram objecto de um pré-processamento que consistiu nas seguintes operações: 
- remoção da componente contínua ou de tendências lineares; 
- filtragem passa-alto a 0,5 Hz com um filtro Butterworth de ordem 2; 
- filtragem passa-baixo a 20 Hz com um filtro Butterworth de ordem 4; 
- decimação dos registos, da frequência de 200 Hz para uma frequência de 50 Hz. 
Para aplicar o método BFD, as funções de densidade espectral da resposta dos tramos da ponte 
foram avaliadas utilizando o algoritmo da FFT, de acordo com o processo descrito no capítulo 4. As 
funções de densidade espectral, foram assim estimadas considerando amostras com 256 valores, 
tendo-se aplicado uma janela de Hanning a cada amostra para reduzir o efeito de escorregamento 
(leakage). A resolução em frequência das funções de densidade espectral é portanto a correspondente 
aos 256 valores com uma frequência de amostragem de 50 Hz, ou seja f = 0,195 Hz. 
O método BFD foi aplicado de forma independente para cada tramo da ponte, considerando os 
registos de acelerações verticais. Na análise efectuada, determinaram-se os espectros médios 
correspondentes aos três registos de acelerações verticais, obtidos simultaneamente em cada tramo de 
cada via (a meio vão e a quartos de vão). Para ilustrar os espectros que foram obtidos, apresenta-se na 
figura 6.107, o espectro médio das acelerações verticais no tramo E1-P1 da via D, e também as funções 
de coerência entre os sinais de resposta obtidos nos três pontos instrumentados nesse tramo. 
Para os restantes tramos da ponte (para além do tramo E1-P1 da via D) obtiveram-se espectros 
semelhantes ao representado na figura 6.107. Nesses espectros foi feita uma análise de selecção dos 
picos de ressonância mais evidentes. Simultaneamente analisaram-se as funções de coerência entre os 
registos obtidos em cada tramo de cada via. Conforme se referiu no capítulo 4 e tem sido salientado 
nos exemplos anteriores, valores da função de coerência próximos de 1 indicam que há uma forte 
relação de linearidade entre os movimentos nos diferentes pontos instrumentados, constituindo assim 
uma indicação de que os respectivos picos de ressonância correspondem a modos naturais de vibração. 
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Figura 6.107 – Espectro médio e funções de coerência dos registos verticais no tramo E1-P1 da via D. 
No método BFD, é também importante analisar as configurações modais nas frequências de 
ressonância, de modo a poder interpretá-las, duma forma mais conclusiva, como frequências de modos 
naturais de vibração. No caso da ponte de Canelas essa análise também foi feita, tendo-se obtido uma 
representação das configurações modais ao longo de todo o comprimento dos tramos da ponte, através 
do ajuste duma função polinomial de 2ª ordem às componentes modais avaliadas nos três pontos 
instrumentados em cada tramo. 
Na figura 6.108 representam-se as configurações modais obtidas para o tramo E1-P1 da via D, 
nas duas frequências identificadas (8,8 Hz e 14,3 Hz). 





polinómio de 2ª ordem ajustado às componentes modais
configuração teórica do 1º modo duma viga simplesmente apoiada
P1
E1
1 ref. 2 3
componentes modais identificadas
polinómio de 2ª ordem ajustado às componentes modais
Figura 6.108 – Configurações identificadas para o tramo E1-P1 da via D, nas frequências de 8,8 Hz e 14,3 Hz. 
Na figura 6.108 representa-se também a configuração teórica do 1º modo de vibração vertical 
duma viga simplesmente apoiada (escalada de maneira a que a componente modal no ponto de 
referência é igual nas duas configurações representadas na figura). Como se pode verificar na figura 
6.108, há uma concordância muito boa entre a configuração teórica e o polinómio de 2ª ordem 
ajustado às componentes modais identificadas, o que confirma e evidencia que a frequência de 8,8 Hz 
corresponde ao 1º modo de vibração vertical do tramo E1-P1 da via D. 
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Quanto à frequência de 14,3 Hz, considerou-se que a mesma corresponde ao 1º modo de 
vibração de torção. De facto, com o polinómio de 2ª ordem ajustado às componentes modais 
identificadas nessa frequência, obtiveram-se componentes não nulas nas secções sobre os apoios, o 
que, considerando que os acelerómetros foram colocados próximo da extremidade das consolas 
laterais do tabuleiro, deve verificar-se no 1º modo de vibração de torção. 
As frequências e configurações do 1º modo vertical e do 1º modo de torção dos 12 tramos da 
ponte de Canelas foram avaliadas através do método BFD. Obtiveram-se ligeiras diferenças nas 
frequências e configurações estimadas para cada tramo (que devem resultar da existência de pequenas 
diferenças na rigidez e massa dos diferentes tramos). As frequências identificadas com o método BFD 
para cada tramo da ponte, são indicadas no quadro 6.23. 
Os registos de acelerações transversais e longitudinais foram também analisados, tendo-se 
determinado as correspondentes funções de densidade espectral. Essa análise não foi contudo, 
conclusiva em termos de identificação de características dinâmicas da ponte. 
Para a aplicação do método ITD, consideraram-se apenas os registos verticais a meio vão de 
cada tramo da ponte. Para determinar as funções de resposta em regime livre, às quais aplicou-se o 
método ITD, determinou-se a média de amostras com 2 segundos de duração, retiradas das acelerações 
registadas imediatamente após os comboios terem passado sobre a ponte. Utilizou-se assim uma 
técnica semelhante ao método do decremento aleatório (RD) apresentado no capítulo 4. As amostras 
consideradas para o cálculo das funções de resposta em regime livre foram seleccionadas com uma 
mesma condição inicial de passagem por zero com inclinação positiva (Ibrahim, 2001). As funções de 
resposta em regime livre, obtidas para os pontos de meio vão dos dois tabuleiros do tramo E1-P1, são 
apresentadas na figura 6.109. 
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Figura 6.109 – Funções de resposta em regime livre nos dois tabuleiros do tramo E1-P1.
O método ITD foi implementado num programa em LabView e aplicado na análise das 
funções de resposta em regime livre avaliadas de acordo com o processo acima descrito. Os 
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coeficientes de amortecimento ( ) e as frequências estimadas com o método ITD para o 1º modo de 
vibração vertical dos diversos tramos da ponte, são indicados no quadro 6.23. 
Quadro 6.23 – Características dinâmicas identificadas para a ponte de Canelas. 
método BFD método ITD 
1º modo vertical 1º modo de torção 1º modo vertical tramo via 
f (Hz) f (Hz) f (Hz)  (%) 
A 8,8 15,4 8,6 2,3 
E1-P1 
D 8,8 14,3 8,7 2,1 
A 8,8 15,8 9,0 2,4 
P1-P2
D 8,8 15,4 8,9 1,8 
A 8,6 15,0 8,8 2,0 
P2-P3
D 8,8 14,8 9,0 1,8 
A 9,0 16,0 9,1 1,8 
P3-P4
D 9,2 15,2 9,2 2,3 
A 8,6 15,6 8,8 1,7 
P4-P5
D 9,4 15,0 9,2 2,1 
A 8,6 15,6 8,8 1,5 
P5-E2 
D 8,8 15,0 8,8 2,2 
Analisando os valores apresentados no quadro 6.23 pode-se verificar que há ligeiras diferenças 
entre as frequências identificadas com os dois métodos (diferenças que no máximo atingem os 
0,2 Hz); note-se que as funções de densidade espectral consideradas no método BFD, foram estimadas 
com uma resolução em frequência de f = 0,195 Hz. Os valores obtidos com o método ITD podem ser 
considerados como mais fiáveis do que os avaliados com o método BFD, uma vez que na sua 
avaliação não há os problemas relacionados com a resolução finita em frequência e com o efeito de 
leakage, que existem nas funções de densidade espectral analisadas no método BFD. 
Para efeitos de calibração das características do modelo de viga simplesmente apoiada, 
considerado para efectuar as simulações analíticas da passagem do sistema de forças correspondente 
ao comboio pendular, foram considerados os menores valores das frequências e do coeficiente de 
amortecimento, estimados para os diversos tramos da ponte. 
Considerações finais: 
O estudo efectuado sobre o comportamento dinâmico da ponte de Canelas sob a acção do 
tráfego ferroviário permitiu ao autor deste trabalho contactar com mais uma aplicação prática em que 
também é importante conhecer as características dinâmicas reais duma estrutura: a avaliação da 
capacidade de uma ponte para suportar o tráfego de comboios de alta velocidade. Conforme já 
referido, o estudo desenvolvido (LNEC – Rodrigues, 2001) envolveu diversas componentes que não 
foram descritas em pormenor neste trabalho, por ficarem um pouco fora do seu âmbito. 
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Sendo a ponte de Canelas constituída por tramos simplesmente apoiados com vãos 
relativamente pequenos (12 m), na análise de identificação modal procurou-se apenas identificar as 
características dos primeiros modos de vibração (do 1º modo de vibração vertical e do 1º modo de 
vibração de torção), pois elas seriam suficientes para o objectivo do estudo efectuado. 
No caso da ponte de Canelas, como os seus tramos têm frequências naturais de vibração com 
valores relativamente elevados, seria possível aplicar métodos de ensaio com vibração forçada (e 
consequentemente, métodos de identificação modal clássica com análise da entrada e da resposta) não 
havendo os problemas, referidos no capítulo 3, que se verificam em estruturas mais flexíveis (por 
exemplo pontes de grande vão) relacionados com a dificuldade de aplicar forças de excitação que 
induzam respostas significativamente superiores às devidas às acções ambiente. Note-se, no entanto, 
que com a metodologia adoptada, aproveitaram-se as acções a que a ponte está normalmente sujeita, 
sem interferir com o seu funcionamento normal (a realização de ensaios de vibração forçada exigiria a 
interrupção do tráfego na ponte, o que constituiria sempre um transtorno para o funcionamento da 
linha do Norte), tendo-se conseguido obter as características dinâmicas pretendidas. 
Na análise de identificação modal utilizaram-se os métodos BFD e ITD. A ideia de utilizar a 
resposta em regime livre, que se verifica imediatamente após os comboios passarem por uma ponte, 
mostrou ser adequada e foi também explorada em outros três estudos efectuados em pontes 
ferroviárias, um dos quais será apresentado mais adiante. 
6.2.8 Passagem superior PS17 da auto-estrada A14 
Considerações gerais: 
Os ensaios de caracterização dinâmica da passagem superior PS17 da auto-estrada A14 
(LNEC – Rodrigues, 2001) foram efectuados no âmbito dos ensaios de recepção dessa estrutura, 
realizados pelo LNEC no fim da sua construção. 
O estudo efectuado na PS17, teve como objectivo a avaliação experimental de características 
dinâmicas da estrutura, nomeadamente frequências, configurações e coeficientes de amortecimento 
dos seus modos verticais e de torção. Efectuaram-se assim ensaios de medição da resposta em 
aceleração da estrutura, sob a acção do tráfego de camiões carregados (os mesmos que foram 
utilizados nos ensaios de carga estáticos) e de algum tráfego corrente que, na altura de realização dos 
ensaios, já circulava sobre a estrutura. Este estudo foi apresentado numa conferência nacional 
(Rodrigues, 2001) e foi publicado num artigo na revista Mecânica Experimental (Rodrigues, 2001). 
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Breve descrição da passagem superior PS17 da auto-estrada A14: 
A passagem superior PS17 está localizada no troço Sta. Eulália – Coimbra (Norte) da auto-
estrada A14. Tem um comprimento total de 68 m entre eixos dos encontros, dividido em dois vãos 
laterais de 16 m e um vão central de 36 m (ver figura 6.110). É uma estrutura em pórtico com o 
tabuleiro monoliticamente ligado aos dois pilares intermédios e apoiado nos encontros através de 
aparelhos de apoio unidireccionais. 
Os pilares da PS17, têm secção circular com 1,20 m de diâmetro e alturas de 7,89 m e 7,79 m. 
As fundações dos pilares são directas, sendo constituídas por sapatas quadradas com 5,0 m de lado e 
1,5 m de altura. No caso dos encontros, as fundações são indirectas, sendo formadas por 8 estacas com 









Figura 6.110 – Corte longitudinal da PS17. 
O tabuleiro da PS17 é constituído por uma viga-laje com secção transversal trapezoidal que se 
prolonga lateralmente em consolas de espessura variável. Nos vãos laterais e na zona sobre os pilares, 
a viga-laje é em secção cheia, enquanto que no vão central, numa extensão de 29,0 m, a secção é 
aligeirada por intermédio de 4 vazados circulares com 0,90 m de diâmetro (ver figura 6.111). A altura 
do tabuleiro é de 1,50 m e a sua largura total é de 11,10 m. 
Secção no vão central
1.50
Ø 0.9
1.001.55 3.00 3.00 1.00 1.55
Secção nos vãos laterais e sobre os pilares
0.62.35 5.20 0.6 2.35
11.10
Figura 6.111 – Secções transversais do tabuleiro da PS17. 
Equipamento utilizado e ensaios efectuados: 
Os ensaios de caracterização dinâmica da PS17 foram efectuados com o seguinte equipamento 
(cujas características foram já descritas no capítulo 3): 
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- 12 acelerómetros uniaxiais de tipo force balance, modelo ES-U da Kinemetrics; 
- 4 unidades para alimentação e condicionamento de acelerómetros de tipo force balance;
- 1 computador portátil com 1 placa DAQ Card AI-16XE-50 da National Instruments, com 
conversão analógica/digital a 16 bits; 
- 1 chassis SCXI-1000DC com 32 canais; 
- cabos para alimentação dos acelerómetros e transmissão do respectivo sinal às unidades de 
condicionamento e alimentação e destas ao sistema de aquisição. 
Os ensaios efectuados visaram a identificação experimental dos modos verticais e de torção do 
tabuleiro da PS17, tendo-se medido apenas acelerações na direcção vertical. 
Utilizou-se uma técnica de ensaio em que se escolheu uma secção de referência onde se 
colocaram transdutores que aí permaneceram em todos os ensaios realizados, enquanto que os 
restantes acelerómetros foram colocados, em cada ensaio, em secções diferentes ao longo da estrutura. 
Instrumentaram-se assim 22 pontos da estrutura, em 11 secções do tabuleiro, ver figuras 6.112 e 6.113. 





5.0 5.0 6.0 6.0 6.0 6.0 5.0 5.06.0 6.0 6.06.0
Figura 6.112 – Secções instrumentadas nos ensaios da PS17. 
Figura 6.113 – Pontos de colocação dos acelerómetros em cada secção. 
Na PS17 foram efectuados dois ensaios, correspondendo cada um deles a colocações 
diferentes dos acelerómetros na estrutura. Na figura 6.114 e no quadro 6.24 indicam-se os pontos 
instrumentados em cada ensaio. 
Nos dois ensaios efectuados, fizeram-se circular 4 camiões sobre a estrutura com velocidades 
de 30 a 40 km/h. Estes camiões, com cerca de 300 kN de peso, foram os mesmos que tinham sido 
utilizados nos ensaios de carga estáticos. 






































Figura 6.114 – Ensaios efectuados na PS17. 
Quadro 6.24 – Pontos instrumentados em cada ensaio. 
unidade 1 unidade 2 unidade 3 unidade 4 
Ensaio
cn.1 cn.2 cn.3 cn.4 cn.5 cn.6 cn.7 cn.8 cn.9 cn.10 cn.11 cn.12 
1 2F 5F 2C 5C 7F 9F 11F 7C 9C 11C
2 1F
4F 3F 1C
4C 3C 6F 8F 10F 6C 8C 10C
Na figura 6.115 podem observar-se duas fases dos ensaios realizados na PS17. 
Figura 6.115 – Fases dos ensaios realizados na PS17. 
A frequência de amostragem utilizada nos ensaios foi de 200 Hz, e em cada um deles 
obtiveram-se registos com cerca de 19 minutos de duração. No sistema de medição, utilizou-se uma 
configuração que permitiu discretizar uma amplitude mínima de aceleração de 2,44 g.
Identificação modal: 
O método de identificação modal estocástica utilizado para analisar os registos obtidos nos 
ensaios efectuados na PS17 (LNEC – Rodrigues, 2001) foi o método BFD que já foi descrito no 
capítulo 4. 
Antes da aplicação do método de identificação modal, os registos da resposta da estrutura, 
obtidos nos ensaios foram objecto de um pré-processamento que consistiu nas seguintes operações: 
- remoção da componente contínua ou de tendências lineares; 
- filtragem passa-baixo a 40 Hz com um filtro Butterworth de ordem 4; 
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- decimação dos registos, dos 200 Hz com que foram adquiridos nos ensaios, para 100 Hz. 
Ao nível do pré-processamento dos registos, foram ainda calculadas as séries correspondentes 
à semi-soma e à semi-diferença dos dois registos verticais obtidos em cada secção instrumentada. As 
séries assim determinadas foram as consideradas na análise subsequente de identificação modal pois 
dessa forma tornou-se bastante mais fácil distinguir entre modos verticais e modos de torção. 
Para ilustrar as séries obtidas após o pré-processamento, apresentam-se na figura 6.116, 
amostras das acelerações registadas na secção 6 (a ½ vão do tramo central). 
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Figura 6.115 – Amostras dos registos na secção 6. 
As funções de densidade espectral da resposta da estrutura foram avaliadas através do 
algoritmo da FFT, utilizando a técnica descrita no capítulo 4. Nessa avaliação, os registos totais foram 
subdivididos em amostras com 4096 valores, donde resulta, para a frequência de amostragem de 
100 Hz, uma resolução em frequência de f = 0,024 Hz. Antes do cálculo das funções de densidade 
espectral, a cada uma das amostras foi aplicada uma janela de Hanning para reduzir os efeitos de 
escorregamento (leakage).
Os espectros normalizados médios foram calculados separadamente para a semi-soma dos 
registos verticais (figura 6.117), para identificar as frequências de modos verticais, e para a 
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Figura 6.117 – Espectro normalizado médio da semi-soma dos registos verticais. 
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Figura 6.118 – Espectro normalizado médio da semi-diferença dos registos verticais. 
Nas figuras 6.117 e 6.118 indicam-se também as frequências que foram consideradas como 
correspondentes a modos naturais de vibração da estrutura. Na escolha dessas frequências, para além 
da selecção dos picos de ressonância mais evidentes, foi também feita uma análise dos valores das 
funções de coerência e das relações de amplitude e fase (configurações) entre as diferentes secções 
instrumentadas. Verificou-se assim que: 
- o pico na frequência de 0,24 Hz (ver figura 6.117) não corresponde a um modo natural de 
vibração da PS17; este pico deve-se à deformada da estrutura induzida pelas cargas rolantes 
(camiões carregados) que a atravessaram durante os ensaios; note-se que uma carga rolante a 
30 km/h tem um período de circulação sobre o vão central (36 m) de 4,36 segs., o que 
corresponde a uma deformada da estrutura com uma frequência de 0,23 Hz; 
- o pico bastante evidente na frequência de 2,76 Hz (ver figuras 6.117 e 6.118) também não 
corresponde a um modo natural de vibração da PS17; analisando este pico e o pico seguinte 
na frequência de 3,93 Hz, concluiu-se que ele se deve às frequências de vibração da carga 
dos camiões sobre os seus sistemas de suspensão, que normalmente têm valores entre 2 Hz e 
5 Hz (Paultre et al., 1995); para confirmar esta hipótese, calcularam-se as funções de 
densidade espectral com uma amostra que não contem os instantes de passagem dos 
camiões, e verificou-se que o pico a 3,93 Hz mantém-se nessas funções de densidade 
espectral, enquanto que o pico a 2,76 Hz desaparece. 
Este caso permite ilustrar uma das questões que se coloca na identificação modal estocástica 
e que foi salientada no capítulo 4 – nas funções de densidade espectral da resposta dum 
sistema ou nas matrizes de estado de modelos ajustados a essa resposta, podem surgir picos 
de ressonância ou pólos que são devidos às acções ambiente e não a modos dos sistemas. 
Nos métodos de identificação modal estocástica, é necessário distinguir entre uns e outros, 
para tal, consoante o método que estiver a ser utilizado, é importante analisar a função de 
coerência entre os registos de resposta em diferentes pontos, ou analisar os diagramas de 
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estabilização. Para fazer essa distinção pode também ser importante comparar os modos 
identificados com os calculados com modelos de elementos finitos, ou procurar 
compreender, como se fez neste caso, se determinados picos ou pólos identificados na 
resposta, estão associados a alguns eventos particulares (como por exemplo os instantes de 
passagem dum camião). 
Portanto, no caso da análise efectuada para a PS17, concluiu-se que a frequência de 2,76 Hz 
é de facto uma frequência das acções ambiente (o tráfego de camiões) e não dum modo 
natural de vibração da estrutura. 
As configurações dos modos de vibração da PS17 foram avaliadas de acordo com o método 
BFD, já descrito no capítulo 4. Na representação gráfica das configurações dos modos de vibração 
identificados, incluem-se também os intervalos de confiança a 95 % na estimativa das componentes 
modais em cada secção. As configurações modais identificadas, serão apresentadas mais adiante, em 
paralelo com as calculadas com um modelo de elementos finitos. 
Para avaliar os coeficientes de amortecimento, foi utilizado o método, já apresentado no 
capítulo 4, que consiste no ajuste dum espectro analítico aos picos de ressonância dos auto espectros 
das acelerações registadas nos ensaios. 
Com o método de identificação modal estocástica utilizado, identificaram-se as frequências, 
configurações e coeficientes de amortecimento de 12 modos de vibração da passagem superior PS17 
(4 modos verticais e 8 modos de torção). No quadro 6.25 indicam-se os valores das frequências e dos 
coeficientes de amortecimento, identificados experimentalmente. 
Comparação com um modelo de elementos finitos: 
Em paralelo com o estudo de caracterização dinâmica experimental da PS17, desenvolveu-se 
também um modelo de elementos finitos. Na fase de planeamento dos ensaios, este modelo constituiu 
um elemento importante para a escolha da secção de referência e de todas as secções a instrumentar. 
Tal como nalguns exemplos anteriores, os resultados obtidos com o modelo ajudaram também na 
interpretação dos resultados experimentais. 
O modelo elaborado é um modelo espacial, sendo constituído por: 128 elementos de casca 
para as consolas laterais do tabuleiro; 12 elementos de barra para os pilares; 180 elementos de barra 
para o tabuleiro; e, 4 elementos de ligação para os aparelhos de apoio nos encontros. No total, o 
modelo tem 1050 graus de liberdade. 
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No modelo desenvolvido, representado na figura 6.119, as fundações dos pilares foram 
consideradas como apoios rígidos. Foram ainda admitidas as seguintes características: 
- módulo de elasticidade, E = 35,0 GPa para todos os elementos estruturais; 
- rigidez dos aparelhos de apoio nos encontros: 
- kL = 4 103 kN/mm (longitudinal); 
- kT = 1 107 kN/mm (transversal); 
- kV = 1 1012 kN/mm (vertical); 
- para além da massa da estrutura, considerou-se ainda a massa correspondente às restantes 
cargas permanentes, com um valor de 173 kg/m2.
Figura 6.119 – Perspectiva do modelo de elementos finitos da PS17. 
No quadro 6.25 indicam-se os valores das frequências calculadas com o modelo de elementos 
finitos, comparando-as com as identificadas experimentalmente. Na figura 6.120 essa comparação é 
feita graficamente. Como se pode verificar, há um bom ajuste entre as frequências identificadas e as 
calculadas com o modelo de elementos finitos; sendo esse ajuste um pouco melhor para as frequências 
dos modos verticais do que para as frequências dos modos de torção. 
Quadro 6.25 – Frequências e coeficientes de amortecimento experimentais e frequências calculadas. 
Modos verticais  Modos de torção 
ensaios modelo  ensaios modelo 
f (Hz)  (%) f (Hz)  f (Hz)  (%) f (Hz) 
3,93 1,2 3,06  6,47 1,4 7,24 
10,06 2,0 8,12  10,79 3,0 12,68 
18,14 0,4 16,15  15,26 1,2 16,11 
29,71 2,2 28,15  18,99 1,9 19,30 
    23,29 2,1 21,96 
    26,54 1,6 24,06 
    29,39 2,5 25,95 
    30,57 0,2 27,96 
Aplicações em Estruturas de Engenharia Civil 
371 
Modos de vibração verticais

















Modos de vibração de torção

















Figura 6.120 – Comparação entre frequências calculadas e identificadas experimentalmente. 
Na figura 6.121 comparam-se as configurações identificadas experimentalmente com as 
calculadas com o modelo de elementos finitos, para os modos de vibração vertical da PS17. Como se 
pode verificar nessa figura, há uma boa concordância entre as configurações experimentais e as 
calculadas com o modelo. 

















Figura 6.121 – Configurações experimentais e calculadas de modos verticais da PS17. 
Na configuração identificada para o 3º modo vertical, aparece uma componente vertical 
importante na secção sobre os pilares, note-se no entanto que os acelerómetros foram colocados 
aproximadamente a meio das consolas laterais da secção transversal do tabuleiro. Assim, essa 
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componente vertical na secção sobre os pilares, resulta fundamentalmente da flexão das consolas e não 
propriamente da deformação axial dos pilares. 
Na figura 6.122 comparam-se as configurações experimentais com as calculadas com o 
modelo de elementos finitos, para os modos de vibração de torção da PS17. Para esses modos, há 
também uma boa concordância entre as configurações experimentais e as calculadas com o modelo. 

































Figura 6.122 – Configurações experimentais e calculadas de modos de torção da PS17. 
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Para comparar as configurações identificadas experimentalmente com as calculadas com o 
modelo de elementos finitos, determinaram-se também os coeficientes MAC que exprimem a 
correlação entre ambas as configurações (valores de 1 indicam uma correlação perfeita e de 0 
exprimem a existência de uma má correlação, conforme referido no capítulo 5). Na figura 6.123 
apresentam-se graficamente as matrizes dos valores MAC obtidos; como se pode verificar, os 
elementos da diagonal principal dessa matriz são todos muito próximos de 1, enquanto que os 
restantes elementos são todos muito próximos de 0, o que mostra a boa correlação entre as 
componentes modais identificadas e as calculadas com o modelo. 
Figura 6.123 – Coeficientes MAC. 
Considerações finais: 
Aplicando um método de identificação modal estocástica na análise de registos de acelerações 
obtidos em ensaios realizados in situ, foram identificadas as características de 12 modos de vibração 
da PS17, incluindo as suas frequências, configurações e coeficientes de amortecimento. 
As características dinâmicas identificadas experimentalmente foram também comparadas com 
as avaliadas com um modelo de elementos finitos, verificando-se uma boa concordância entre 
resultados experimentais e analíticos. 
Há dois aspectos do estudo efectuado na PS17, que se julga ter interesse salientar: 
- Foi possível identificar modos até frequências com valores já perto dos 30 Hz, o que em 
termos de estruturas de engenharia civil já é um valor que se pode considerar como elevado; 
este facto mostra por um lado a capacidade dos transdutores utilizados, em responderem bem 
até essas frequências, e também dos métodos de identificação modal estocástica aplicados à 
resposta das estruturas, induzida pelas acções a que normalmente estão sujeitas; 
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- O facto de se ter detectado um pico de ressonância que corresponde à acção dos camiões e 
não a um modo natural de vibração da estrutura, permite ilustrar uma das questões que se 
coloca na identificação modal estocástica, que é a capacidade de distinguir os picos de 
ressonância ou os pólos dos modos do sistema a identificar, de eventuais picos de 
ressonância ou pólos do sistema das acções ambiente. 
6.2.9 Viaduto V1 da auto-estrada A14 
Considerações gerais: 
O estudo de caracterização dinâmica experimental do viaduto V1 da auto-estrada A14 
(LNEC – Rodrigues, 2001) foi efectuado no âmbito dos ensaios de recepção dessa obra, realizados 
pelo LNEC no fim da sua construção e antes da sua abertura ao tráfego. 
O estudo efectuado no viaduto V1 consistiu na realização de ensaios in situ, para medição da 
resposta em aceleração da estrutura, sob a acção do tráfego de camiões carregados (os mesmos que 
foram utilizados nos ensaios de carga estáticos), e na aplicação dum método de identificação modal 
estocástica, para avaliação de frequências, configurações e coeficientes de amortecimento dos modos 
naturais de vibração do viaduto. 
Breve descrição do viaduto V1 da auto-estrada A14: 
O viaduto V1 está localizado no troço Sta. Eulália – Coimbra (Norte) da auto-estrada A14. É 
uma obra de arte constituída por dois viadutos semelhantes, cada um dos quais serve uma das faixas de 
rodagem da auto-estrada. Ambos os viadutos têm uma extensão total de 467 m entre eixos dos 
encontros, subdividida em 14 tramos intermédios com vãos de 30,5 m e 2 tramos extremos com vãos 
de 20 m (ver figura 6.124). 
E1 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8




Figueira da Foz Coimbra
Figueira da Foz Coimbra
Figura 6.124 – Corte longitudinal do viaduto V1. 
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Os tabuleiros dos viadutos são contínuos em toda a sua extensão, apoiando-se nos pilares e nos 
encontros, através de aparelhos de apoio. Nos pilares P8 e P9 os aparelhos de apoio são fixos em ambas 
as direcções, enquanto que nos restantes pilares, são unidireccionais, restringindo apenas os 
deslocamentos na direcção transversal ao eixo do viaduto. 
Nos encontros, o tabuleiro apoia-se também em aparelhos de apoio unidireccionais, havendo 
ainda no encontro E2, dispositivos oleodinâmicos, colocados segundo a direcção longitudinal, para 
efeitos de transmissão e dissipação das forças longitudinais resultantes da acção dos sismos. 
Os pilares têm alturas desde cerca de 5 m até cerca de 12 m. As suas fundações são 
constituídas ou por grupos de 6 estacas encabeçadas por maciços de fundação, ou, no caso dos pilares 
P13 a P15, por sapatas de fundação directa. 
As secções transversais dos viadutos têm uma forma em duplo T, com uma altura de 2,0 m, 
uma largura total de 14,7 m e uma distância de 8,2 m entre os eixos das vigas longitudinais (ver figura 
6.125). Nas secções sobre os encontros e sobre os pilares, existem carlingas transversais com larguras 
de 0,6 m (encontro E1), 1,1 m (encontro E2) e 0,7 m (pilares). 










Secção sobre os pilares
1.50 1.451.00 7.50 3.25
Figura 6.125 – Secções transversais do viaduto V1. 
Os ensaios in situ de caracterização dinâmica do viaduto V1 foram efectuados apenas no 
viaduto do lado Sul. À data de realização desses ensaios, ainda não tinham sido colocadas todas as 
camadas do pavimento betuminoso no viaduto ensaiado. Faltava também terminar a colocação dos 
rails de protecção e os dispositivos oleodinâmicos ainda não tinham sido instalados. 
Equipamento utilizado e ensaios efectuados: 
Os ensaios de caracterização dinâmica do viaduto V1 foram efectuados com o seguinte 
equipamento (cujas características foram já descritas no capítulo 3): 
- 15 acelerómetros uniaxiais de tipo force balance, modelo ES-U da Kinemetrics;
- 5 unidades para alimentação e condicionamento de acelerómetros de tipo force balance;
- 1 computador portátil com 1 placa DAQ Card AI-16XE-50 da National Instruments, com 
conversão analógica/digital a 16 bits; 
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- 1 chassis SCXI-1000DC com 32 canais; 
- cabos para alimentação dos acelerómetros e transmissão do respectivo sinal às unidades de 
condicionamento e alimentação e destas ao sistema de aquisição. 
Uma vez que o viaduto V1 tem 16 tramos com um comprimento total de 467 m, optou-se por 
efectuar os ensaios dinâmicos, observando a resposta da estrutura em apenas 4 desses tramos, de modo 
a não tornar os ensaios excessivamente morosos. Assim, os ensaios incidiram apenas sobre os tramos 
entre os pilares P10d e P14d, conforme se indica na figura 6.126. 
P14dP13d
P12dP11dP10d
7.50 7.75 7.75 7.50
30.5
7.50 7.75 7.75 7.50
30.5
7.50 7.75 7.75 7.50
30.5
7.50 7.75 7.75 7.50
30.5
S8S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S9 S10 S11 S12 S13 S14 S15
Figura 6.126 – Secções instrumentadas nos ensaios do viaduto V1. 
Os acelerómetros ES-U foram colocados (ver figura 6.127) de modo a permitir avaliar os 
movimentos verticais e de torção nas 15 secções indicadas na figura 6.126, os movimentos 
transversais em 5 dessas secções e os movimentos longitudinais em apenas 3 delas. No total dos três 
ensaios efectuados, foram instrumentados 30 pontos do viaduto, conforme se indica nos esquemas em 
perspectiva apresentados na figura 6.128. 
Figura 6.127 – Pontos de colocação dos acelerómetros em cada secção. 
No quadro 6.26 e na figura 6.128 indicam-se os pontos instrumentados e a orientação dos 15 
acelerómetros utilizados em cada um dos três ensaios efectuados. 
Quadro 6.26 – Pontos instrumentados em cada ensaio do viaduto V1. 
unidade 1 unidade 2 unidade 3 unidade 4 unidade 5 
ensaio 
cn.1 cn.2 cn.3 cn.4 cn.5 cn.6 cn.7 cn.8 cn.9 cn.10 cn.11 cn.12 cn.13 cn.14 cn.15 
1 11 v. 13 v. 12 v. 14 v. 25 v. 27 v. 29 v. 26 v. 28 v. 30 v. 7 t. 11 t. 




5 v. 1 v. 
10 v. 
6 v. 2 v. 13 v. 15 v. 17 v. 14 v. 16 v. 18 v. 23 l. 19 l. 15 l.
v. – direcção vertical; t. – direcção transversal; l. – direcção longitudinal. 






































































































































Figura 6.128 – Pontos instrumentados e sequência dos três ensaios efectuados no viaduto V1. 
Durante os períodos de registo da resposta da estrutura, correspondentes a cada ensaio, 
fizeram-se circular sobre o viaduto os 6 camiões que também foram utilizados nos ensaios estáticos. 
A frequência de amostragem utilizada foi de 200 Hz e em cada ensaio obtiveram-se registos 
com cerca de 14 minutos de duração total (163840 valores a 200 Hz). No sistema de medição, 
utilizou-se uma configuração que permitiu discretizar uma amplitude mínima de aceleração de 
2,44 g.
Identificação modal: 
Na análise de identificação modal efectuada com os registos obtidos nos ensaios efectuados no 
viaduto V1, foi utilizado o método BFD que já foi descrito no capítulo 4. 
Antes da aplicação do método de identificação modal, os registos da resposta da estrutura, 
obtidos nos ensaios foram objecto de um pré-processamento que consistiu nas seguintes operações: 
- remoção da componente contínua ou de tendências lineares; 
- filtragem passa-baixo a 20 Hz com um filtro Butterworth de ordem 4; 
- decimação de 200 Hz para 50 Hz. 
Ao nível do pré-processamento dos registos, foram também calculadas as séries resultantes da 
semi-soma e da semi-diferença dos dois registos verticais obtidos em cada secção instrumentada. As 
Aplicações em Estruturas de Engenharia Civil 
378 
séries assim determinadas foram as consideradas na análise subsequente de identificação modal, 
tornando mais fácil a distinção entre modos verticais e modos de torção. 
As funções de densidade espectral da resposta da estrutura, foram estimadas através do 
algoritmo da FFT, utilizando a técnica descrita no capítulo 4. Nessa avaliação, os registos totais foram 
subdivididos em amostras com 4096 valores, donde resultou, para a frequência de amostragem de 
50 Hz, uma resolução em frequência de f = 0,012 Hz. A cada uma das amostras foi aplicada uma 
janela de Hanning, antes do cálculo das funções de densidade espectral, para reduzir os efeitos de 
escorregamento (leakage).
Os espectros normalizados médios foram calculados separadamente para a semi-soma dos 
registos verticais (figura 6.129), para a semi-diferença dos registos verticais (figura 6.130), para os 
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Figura 6.130 – Espectro normalizado médio da semi-diferença dos registos verticais. 
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Figura 6.132 – Espectro normalizado médio dos registos longitudinais. 
Nas figuras 6.129 a 6.132 indicam-se também as frequências que foram consideradas como 
correspondentes a modos naturais de vibração da estrutura. Na selecção dessas frequências, teve-se em 
conta, os valores das funções de coerência e das relações de amplitude e fase (configurações) entre as 
diferentes secções instrumentadas. 
Como se pode verificar nos espectros normalizados médios apresentados nas figuras 6.129 e 
6.130, o viaduto V1 tem vários modos, quer verticais quer de torção, com frequências muito próximas. 
De facto, uma viga contínua de secção constante tem as frequências dos seus modos naturais de 
vibração, em zonas concentradas, havendo em cada uma dessas zonas tantos modos (com frequências 
muito próximas) quantos os tramos da viga contínua (Fryba, 1996). Considerando que esta 
especificidade das características dinâmicas desse tipo de estruturas se verifica quer nos modos 
verticais, quer nos modos de torção, os viadutos de tabuleiro contínuo com múltiplos tramos são um 
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dos casos de estruturas reais em que é difícil efectuar a identificação experimental das características 
dinâmicas. 
As configurações modais identificadas através do método BFD, para o viaduto V1, serão 
apresentadas mais adiante, em paralelo com as calculadas com um modelo de elementos finitos. Na 
representação gráfica das configurações dos modos de vibração identificados, incluem-se também os 
intervalos de confiança a 95 % na estimativa das componentes modais em cada secção. 
Para avaliar os coeficientes de amortecimento, foi utilizado o método, já apresentado no 
capítulo 4, que consiste no ajuste dum espectro analítico aos picos de ressonância dos auto espectros 
das acelerações registadas nos ensaios. Dada a proximidade entre as frequências dos modos de 
vibração do viaduto V1, para alguns modos, foi difícil conseguir um bom ajuste do espectro analítico 
aos valores experimentais, obtendo-se estimativas dos coeficientes de amortecimento que devem ser 
consideradas com alguma reserva. 
Com o método de identificação modal estocástica utilizado, avaliaram-se as frequências e 
coeficientes de amortecimento de 21 modos de vibração do viaduto V1 (8 modos verticais, 8 modos de 
torção, 2 modos transversais e 3 modos longitudinais). Identificaram-se também as configurações 
desses modos de vibração, nos 4 tramos observados nos ensaios. Por comparação das configurações 
identificadas nesses tramos com as configurações calculadas com um modelo de elementos finitos, 
torna-se também possível depreender a configuração dos modos identificados, ao longo de toda a 
extensão do viaduto (conforme se apresentará adiante). No quadro 6.27 indicam-se os valores das 
frequências e dos coeficientes de amortecimento identificados experimentalmente. 
Comparação com um modelo de elementos finitos: 
Desenvolveu-se também um modelo de elementos finitos do viaduto V1 que, tal como em 
exemplos anteriores, foi um elemento importante para o planeamento dos ensaios e para a 
interpretação dos resultados experimentais. 
O modelo elaborado é um modelo espacial (ver figura 6.133), sendo constituído por: 256 
elementos de barra para as vigas longitudinais do tabuleiro; 76 elementos de barra para as carlingas 
transversais do tabuleiro; 15 elementos de barra para os pilares; 1024 elementos de casca para a laje do 
tabuleiro; 34 elementos de ligação para os aparelhos de apoio nos pilares e encontros; e 15 elementos 
de mola para as fundações dos pilares. No total o modelo tem 7116 graus de liberdade. 
No modelo desenvolvido para o viaduto V1, foram consideradas as seguintes características: 
- módulo de elasticidade: E = 35 GPa para os pilares, E = 46,5 GPa para o tabuleiro; 
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- rigidez dos aparelhos de apoio sobre os encontros e pilares: 
- kL = 8 102 kN/mm (longitudinal, encontros e pilares P1 a P7 e P10 a P15);
- kL = 1 1012 kN/mm (longitudinal, pilares P8 e P9);
- kT = 1 1012 kN/mm (transversal); 
- kV = 1 1012 kN/mm (vertical); 
- características dos elementos de mola na base dos pilares: 
- rígidos para o deslocamento vertical e rotação em torno do eixo vertical; 
- rigidez nas direcções transversal e longitudinal, kT = kL = 1  109 kN/mm; 
- rigidez para a rotação em torno do eixo longitudinal, k  L = 68  106 kN.m/rad; 
- rigidez para a rotação em torno do eixo transversal, k  T = 70  106 kN.m/rad; 
- para além da massa dos elementos estruturais, considerou-se também a massa 
correspondente às restantes cargas permanentes (passeios, guardas, pavimento betuminoso) 
com um valor de 204 kg/m2.
Figura 6.133 – Perspectiva do modelo de elementos finitos do viaduto V1. 
No quadro 6.27 indicam-se os valores das frequências calculadas com o modelo de elementos 
finitos, comparando-as com as identificadas experimentalmente. 
Quadro 6.27 – Frequências e coeficientes de amortecimento experimentais e frequências calculadas. 
modos verticais  modos de torção  modos transversais 
ensaios modelo  ensaios modelo  ensaios modelo 
f (Hz)  (%) f (Hz)  f (Hz)  (%) f (Hz)  f (Hz)  (%) f (Hz) 
3,70 0,6 3,69  4,53 0,6 4,41  2,98 1,2 3,00 
3,78 0,7 3,81  4,59 1,5 4,49  3,33 0,7 3,33 
3,94 0,4 3,99  4,74 0,9 4,62  modos longitudinais 
4,16 0,4 4,22  4,92 1,1 4,78  ensaios modelo 
4,42 0,8 4,50  5,13 0,9 4,97  f (Hz)  (%) f (Hz) 
4,66 2,1 4,81  5,36 0,5 5,18  2,92 1,7 2,91 
5,05 0,1 5,15  5,46 0,6 5,37  5,47 1,1 5,46 
6,90 1,7 6,98  5,58 1,0 5,40  5,69 1,2 5,59 
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Na figura 6.134, a comparação entre frequências calculadas com o modelo e identificadas 
experimentalmente, é feita graficamente. 
Modos de torção
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Figura 6.134 – Comparação entre frequências calculadas e identificadas experimentalmente. 
Nas figuras 6.135 e 6.136 comparam-se as configurações identificadas com as calculadas com 
o modelo de elementos finitos, para os modos de vibração vertical do viaduto V1. 
 f = 3,70 Hz – configuração experimental f = 3,69 Hz – configuração calculada na zona ensaiada 
P14 dP13 dP12 dP11 dP10 d
ref.
 f = 3,78 Hz – configuração experimental f = 3,81 Hz – configuração calculada na zona ensaiada 
P14 dP13 dP12 dP11 dP10 d
ref.
 f = 3,94 Hz – configuração experimental f = 3,99 Hz – configuração calculada na zona ensaiada 
P14 dP13 dP12 dP11 dP10 d
ref.
Figura 6.135 – Configurações experimentais e calculadas de modos verticais do viaduto V1. 
configuração calculada em todo o viaduto 
configuração calculada em todo o viaduto 
configuração calculada em todo o viaduto 
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 f = 4,16 Hz – configuração experimental f = 4,22 Hz – configuração calculada na zona ensaiada 
P14 dP13 dP12 dP11 dP10 d
ref.
 f = 4,42 Hz – configuração experimental f = 4,50 Hz – configuração calculada na zona ensaiada 
P14 dP13 dP12 dP11 dP10 d
ref.
 f = 4,66 Hz – configuração experimental f = 4,81 Hz – configuração calculada na zona ensaiada 
P14 dP13 dP12 dP11 dP10 d
ref.
 f = 5,05 Hz – configuração experimental f = 5,15 Hz – configuração calculada na zona ensaiada 
P14 dP13 dP12 dP11 dP10 d
ref.
 f = 6,90 Hz – configuração experimental f = 6,98 Hz – configuração calculada na zona ensaiada 
P14 dP13 dP12 dP11 dP10 d
ref.
Figura 6.136 – Configurações experimentais e calculadas de modos verticais do viaduto V1. 
Nas figuras 6.137 e 6.138 comparam-se as configurações experimentais com as calculadas 
com o modelo de elementos finitos, para os modos de vibração de torção do viaduto V1. 
configuração calculada em todo o viaduto 
configuração calculada em todo o viaduto 
configuração calculada em todo o viaduto 
configuração calculada em todo o viaduto 
configuração calculada em todo o viaduto 
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 f = 4,53 Hz – configuração experimental f = 4,41 Hz – configuração calculada na zona ensaiada 
P14 dP13 dP12 dP11 dP10 d
ref.
 f = 4,59 Hz – configuração experimental f = 4,49 Hz – configuração calculada na zona ensaiada 
P14 dP13 dP12 dP11 dP10 d
ref.
 f = 4,74 Hz – configuração experimental f = 4,62 Hz – configuração calculada na zona ensaiada 
P14 dP13 dP12 dP11 dP10 d
ref.
 f = 4,92 Hz – configuração experimental f = 4,78 Hz – configuração calculada na zona ensaiada 
P14 dP13 dP12 dP11 dP10 d
ref.
 f = 5,13 Hz – configuração experimental f = 4,97 Hz – configuração calculada na zona ensaiada 
P14 dP13 dP12 dP11 dP10 d
ref.
 f = 5,36 Hz – configuração experimental f = 5,18 Hz – configuração calculada na zona ensaiada 
P14 dP13 dP12 dP11 dP10 d
ref.
Figura 6.137 – Configurações experimentais e calculadas de modos de torção do viaduto V1. 
configuração calculada em todo o viaduto 
configuração calculada em todo o viaduto 
configuração calculada em todo o viaduto 
configuração calculada em todo o viaduto 
configuração calculada em todo o viaduto 
configuração calculada em todo o viaduto 
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 f = 5,46 Hz – configuração experimental f = 5,37 Hz – configuração calculada na zona ensaiada 
P14 dP13 dP12 dP11 dP10 d
ref.
 f = 5,58 Hz – configuração experimental f = 5,40 Hz – configuração calculada na zona ensaiada 
P14 dP13 dP12 dP11 dP10 d
ref.
Figura 6.138 – Configurações experimentais e calculadas de modos de torção do viaduto V1. 
Na figura 6.139 comparam-se as configurações experimentais com as calculadas com o 
modelo de elementos finitos, para os modos de vibração transversais do viaduto V1. 




 f = 3,33 Hz – configuração experimental f = 3,33 Hz – configuração calculada na zona ensaiada 
ref.
P12dP10d P11d P13d P14d
Figura 6.139 – Configurações experimentais e calculadas de modos transversais do viaduto V1. 
Nas figuras 6.140 e 6.141 comparam-se as configurações experimentais com as calculadas 
com o modelo de elementos finitos, para os modos de vibração longitudinais do viaduto V1. 
 f = 2,92 Hz – configuração experimental f = 2,91 Hz – configuração calculada na zona ensaiada 
P14 dP13 dP12 dP11 dP10 d
ref.
Figura 6.140 – Configurações experimentais e calculadas de modos longitudinais do viaduto V1. 
configuração calculada em todo o viaduto 
configuração calculada em todo o viaduto 
configuração calculada em todo o viaduto 
configuração calculada em todo o viaduto 
configuração calculada em todo o viaduto 
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 f = 5,47 Hz – configuração experimental f = 5,46 Hz – configuração calculada na zona ensaiada 
P14 dP13 dP12 dP11 dP10 d
ref.
 f = 5,69 Hz – configuração experimental f = 5,59 Hz – configuração calculada na zona ensaiada 
P14 dP13 dP12 dP11 dP10 d
ref.
Figura 6.141 – Configurações experimentais e calculadas de modos longitudinais do viaduto V1. 
Como se pode verificar nas figuras 6.135 a 6.141, há uma boa concordância entre as 
configurações experimentais e as calculadas com o modelo de elementos finitos do viaduto V1. 
Considerações finais: 
Através da análise dos registos da resposta do viaduto V1, à acção do tráfego de camiões, 
utilizando um método de identificação modal estocástica, foram identificadas as características de 21 
modos de vibração dessa estrutura, incluindo as suas frequências, configurações e coeficientes de 
amortecimento. 
Conforme se salientou anteriormente, as estruturas de pontes ou viadutos constituídas por 
tabuleiros contínuos com múltiplos tramos (tal como o viaduto V1) são uma das situações práticas em 
que de facto há modos com frequências muito próximas, o que constitui sempre um desafio para a sua 
identificação experimental. No estudo desenvolvido para o viaduto V1, utilizou-se o método BFD com 
o qual, em virtude de se basear na análise de funções de densidade espectral com uma resolução finita 
em frequência, podem surgir dificuldades na identificação de modos com frequências muito próximas. 
No entanto, considera-se que os resultados obtidos com esse método foram bastante positivos. 
Em face do exposto no parágrafo anterior, teria sido melhor ter efectuado registos com uma 
duração maior do que a escolhida. No entanto, para não tornar os ensaios excessivamente morosos, 
optou-se por limitar o tempo de aquisição em cada ensaio aos 14 minutos que foram adoptados. 
Um outro aspecto interessante do estudo realizado no viaduto V1 relaciona-se com o facto de, 
devido ao grande número de tramos do viaduto e à sua extensão total, se ter optado por observar a 
configuração calculada em todo o viaduto 
configuração calculada em todo o viaduto 
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resposta da estrutura em apenas quatro dos tramos. Por comparação das configurações modais 
identificadas para os tramos observados, com as configurações modais calculadas com um modelo de 
elementos finitos, e em face da boa concordância entre essas configurações, tornou-se também 
possível depreender a forma das configurações modais ao longo de toda a extensão do viaduto. 
Tal como em exemplos anteriores, em que se apresentaram estudos de identificação modal de 
estruturas, realizados imediatamente antes da sua entrada em serviço, considera-se que as 
características dinâmicas identificadas para o viaduto V1 constituem um contributo importante para a 
caracterização global do comportamento e do estado dessa estrutura. 
6.2.10 Viaduto V2 da auto-estrada A14 
Considerações gerais: 
O estudo de identificação das características dinâmicas do viaduto V2 da auto-estrada A14 
(LNEC – Rodrigues, 2002) foi efectuado no âmbito dos ensaios de recepção dessa obra, realizados 
pelo LNEC no fim da sua construção e antes da sua abertura ao tráfego. 
No viaduto V2 foram efectuados ensaios in situ, para medição da resposta em aceleração da 
estrutura, sob a acção do tráfego de camiões carregados (os mesmos que foram utilizados nos ensaios 
de carga estáticos). Na análise da informação assim obtida, foi aplicado um método de identificação 
modal estocástica, para avaliação de frequências, configurações e coeficientes de amortecimento dos 
modos naturais de vibração do viaduto. 
Breve descrição do viaduto V2 da auto-estrada A14: 
O viaduto V2 está localizado no troço Sta. Eulália – Coimbra (Norte) da auto-estrada A14. É 
uma obra de arte constituída por dois viadutos idênticos, cada um dos quais serve uma das faixas de 
rodagem da auto-estrada. 
Ambos os viadutos têm uma extensão total de 136 m entre eixos dos encontros, subdividida 
em 4 tramos com vãos de 34 m (ver figura 6.142). Os tabuleiros são contínuos em toda a extensão dos 
viadutos, apoiando-se em cada um dos pilares intermédios através de dois aparelhos de apoio, e em 
cada um dos encontros através de quatro aparelhos de apoio. 
Nos pilares os aparelhos de apoio são fixos em ambas as direcções, enquanto que nos 
encontros são unidireccionais, restringindo apenas os deslocamentos na direcção transversal ao eixo 
do viaduto. 
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Os pilares têm alturas entre cerca de 18,5 m até cerca de 22,5 m. As suas fundações são 
constituídas ou por grupos de 6 estacas encabeçadas por maciços de fundação, ou, no caso do pilar P3,
por uma sapata de fundação directa. As estacas têm um diâmetro de 1,0 m e os seus comprimentos são 
de 7 m para o pilar P1 e de 10 m para o pilar P2.









Figura 6.142 – Corte longitudinal do viaduto V2. 
O tabuleiro de ambos os viadutos é constituído por duas vigas, com secção transversal 
trapezoidal, por uma laje central que une as duas vigas, e por consolas laterais de espessura variável. 
Nas zonas sobre os encontros e sobre os pilares, as vigas trapezoidais são em secção cheia, enquanto 
que nos vãos, são aligeiradas por intermédio de vazados circulares com 1,2 m de diâmetro. A altura da 
secção transversal do tabuleiro é de 1,7 m e a sua largura total é de 14,7 m (ver figura 6.143). 










Secção sobre os pilares
1.0751.075
Figura 6.143 – Secções transversais do viaduto V2. 
Na figura 6.144 podem-se observar alguns aspectos do viaduto V2. 
Figura 6.144 – Alguns aspectos do viaduto V2. 
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Os ensaios in situ de caracterização dinâmica do viaduto V2, foram efectuados apenas no 
viaduto do lado Norte. À data de realização desses ensaios, ainda não tinham sido colocadas todas as 
camadas do pavimento betuminoso no viaduto ensaiado. Faltava também terminar a colocação dos 
rails de protecção no separador central. 
Equipamento utilizado e ensaios efectuados: 
Nos ensaios de caracterização dinâmica do viaduto V2, foi utilizado exactamente o mesmo 
equipamento que no exemplo anterior (viaduto V1) não se repetindo aqui a listagem do mesmo. 
A metodologia de ensaio foi também igual à adoptada no exemplo anterior. Como o viaduto 
V2 tem apenas 4 tramos, nos 3 ensaios efectuados, abrangeu-se logo todo o tabuleiro do viaduto. Na 
figura 6.145 indica-se a localização das secções instrumentadas nos ensaios do viaduto V2. 
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Figura 6.145 – Secções instrumentadas nos ensaios do viaduto V2. 
Durante os períodos de medição da resposta da estrutura, correspondentes a cada ensaio, 
fizeram-se circular sobre o viaduto, os camiões que também foram utilizados nos ensaios estáticos. Na 
figura 6.146 podem-se observar alguns aspectos dos ensaios realizados no viaduto V2. 
Figura 6.146 – Alguns aspectos dos ensaios realizados no viaduto V2. 
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A frequência de amostragem utilizada nos ensaios do viaduto V2 foi também de 200 Hz e em 
cada ensaio obtiveram-se registos com cerca de 15 minutos de duração total (180224 valores a 
200 Hz). No sistema de medição, utilizou-se uma configuração que permitiu discretizar uma amplitude 
mínima de aceleração de 2,44 g.
Identificação modal: 
A análise de identificação modal do viaduto V2 foi efectuada utilizando o método BFD que já 
foi descrito no capítulo 4. 
Antes da aplicação do método de identificação modal, os registos da resposta da estrutura 
obtidos nos ensaios foram objecto de um pré-processamento também idêntico ao aplicado no exemplo 
anterior (viaduto V1). 
As funções de densidade espectral da resposta da estrutura foram estimadas através do 
algoritmo da FFT, utilizando a técnica descrita no capítulo 4. Para tal, os registos totais foram 
subdivididos em amostras com 2048 valores, donde resultou, para a frequência de amostragem de 
50 Hz, uma resolução em frequência de f = 0,024 Hz. A cada uma das amostras foi aplicada uma 
janela de Hanning, antes do cálculo das funções de densidade espectral, para reduzir os efeitos de 
escorregamento (leakage).
Determinaram espectros normalizados médios para a semi-soma dos registos verticais (figura 
6.147), para a semi-diferença dos registos verticais (figura 6.148), para os registos transversais (figura 
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Figura 6.147 – Espectro normalizado médio da semi-soma dos registos verticais. 
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Figura 6.150 – Espectro normalizado médio dos registos longitudinais. 
Nos espectros apresentados nas figuras 6.147 a 6.150 indicam-se também as frequências que 
foram consideradas como correspondentes a modos naturais de vibração do viaduto V2. Para a 
identificação dessas frequências, para além da selecção dos picos de ressonância, teve-se também em 
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conta, os valores das funções de coerência e das relações de amplitude e fase (configurações) entre as 
diferentes secções instrumentadas. 
As configurações modais identificadas com o método BFD, para o viaduto V2, serão 
apresentadas mais adiante, juntamente com as calculadas com um modelo de elementos finitos. Na 
representação gráfica das configurações dos modos de vibração identificados, incluem-se também os 
intervalos de confiança a 95 % na estimativa das componentes modais em cada secção. 
Para avaliar os coeficientes de amortecimento, foi utilizado o método, já apresentado no 
capítulo 4, que consiste no ajuste dum espectro analítico aos picos de ressonância dos auto espectros 
das acelerações registadas nos ensaios. 
Com o método de identificação modal estocástica utilizado, avaliaram-se as frequências, 
configurações e coeficientes de amortecimento de 16 modos naturais de vibração do viaduto V2 (5 
modos verticais, 7 modos de torção, 3 modos transversais e 1 modo longitudinal). No quadro 6.28 
indicam-se os valores identificados para as frequências e coeficientes de amortecimento. 
Comparação com um modelo de elementos finitos: 
Para além do estudo de identificação experimental das características dinâmicas do viaduto 
V2, desenvolveu-se também um modelo de elementos finitos que, assim como em exemplos 
anteriores, foi um elemento importante para o planeamento dos ensaios e para a interpretação dos 
resultados experimentais. 
O modelo elaborado é um modelo espacial (ver figura 6.151), sendo constituído por: 64 
elementos de barra para as vigas longitudinais do tabuleiro; 60 elementos de barra para as carlingas 
transversais do tabuleiro; 22 elementos de barra para os pilares; 256 elementos de casca para a laje do 
tabuleiro; 14 elementos de ligação para os aparelhos de apoio nos pilares e encontros; e 3 elementos de 
mola para as fundações dos pilares. No total o modelo tem 1926 graus de liberdade. 
Figura 6.151 – Perspectiva do modelo de elementos finitos do viaduto V2. 
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No modelo desenvolvido para o viaduto V2, foram consideradas as seguintes características: 
- módulo de elasticidade: E = 35 GPa para os pilares, E = 45 GPa para o tabuleiro; 
- rigidez dos aparelhos de apoio sobre os encontros e pilares: 
- kV = 1 1012 kN/mm (vertical); 
- kT = 1 1012 kN/mm (transversal); 
- kL = 3 103 kN/mm (longitudinal, encontros); 
- kL = 1 1012 kN/mm (longitudinal, pilares); 
- características dos elementos de mola na base dos pilares: 
- rígidos para o deslocamento vertical e rotação em torno do eixo vertical; 
- rigidez nas direcções transversal e longitudinal, kT = kL = 1  109 kN/mm; 
- rigidez para a rotação em torno dos eixos horizontais, k  = 90  106 kN.m/rad; 
- para além da massa dos elementos estruturais, considerou-se também a massa 
correspondente às restantes cargas permanentes (passeios, guardas, pavimento betuminoso) 
com um valor de 204 kg/m2.
No quadro 6.28 indicam-se os valores das frequências calculadas com o modelo de elementos 
finitos, comparando-as com as identificadas experimentalmente. 
Quadro 6.28 – Frequências e coeficientes de amortecimento experimentais e frequências calculadas. 
modos verticais  modos de torção  modos transversais 
ensaios modelo  ensaios modelo  ensaios modelo 
f (Hz)  (%) f (Hz)  f (Hz)  (%) f (Hz)  f (Hz)  (%) f (Hz) 
3,13 1,9 2,97  6,30 2,9 6,40  2,03 3,3 2,01 
3,83 1,7 3,68  6,86 3,4 7,00  4,71 2,2 5,05 
4,66 1,4 4,42  7,54 2,4 7,56  9,35 1,6 9,23 
5,62 1,0 5,66  7,96 0,9 7,94  modos longitudinais 
11,55 1,3 11,59  11,67 0,7 11,66  ensaios modelo 
 13,31 1,4 13,31  f (Hz)  (%) f (Hz) 
 17,16 0,6 17,07  8,52 1,1 8,08 
Na figura 6.152, a comparação entre frequências calculadas com o modelo e identificadas 
experimentalmente, é feita graficamente. 
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Figura 6.152 – Comparação entre frequências calculadas e identificadas experimentalmente. 
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Como se pode verificar pelos valores apresentados no quadro 6.28 e na figura 6.152, há uma 
concordância bastante boa entre as frequências identificadas e as calculadas com o modelo. 
Na figura 6.153 comparam-se as configurações identificadas com as calculadas com o modelo 
de elementos finitos, para os modos de vibração vertical do viaduto V2. 
 f = 3,13 Hz – configuração experimental f = 2,97 Hz – configuração calculada 
E1 e
P1 eP2 eP3 e
E2 e
ref.
 f = 3,83 Hz – configuração experimental f = 3,68 Hz – configuração calculada 
E1 e
P1 eP2 eP3 e
E2 e
ref.
 f = 4,66 Hz – configuração experimental f = 4,42 Hz – configuração calculada 
E1 e
P1 eP2 eP3 e
E2 e
ref.
 f = 5,62 Hz – configuração experimental f = 5,66 Hz – configuração calculada 
E1 e
P1 eP2 eP3 e
E2 e
ref.
 f = 11,55 Hz – configuração experimental f = 11,59 Hz – configuração calculada 
E1 e
P1 eP2 eP3 e
E2 e
ref.
Figura 6.153 – Configurações experimentais e calculadas de modos verticais do viaduto V2. 
Na figura 6.154 comparam-se as configurações experimentais com as calculadas com o 
modelo de elementos finitos, para os modos de vibração de torção do viaduto V2. 
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 f = 6,30 Hz – configuração experimental f = 6,40 Hz – configuração calculada 
E1 e
P1 eP2 eP3 e
E2 e
ref.
 f = 6,86 Hz – configuração experimental f = 7,00 Hz – configuração calculada 
E1 e
P1 eP2 eP3 e
E2 e
ref.
 f = 7,54 Hz – configuração experimental f = 7,56 Hz – configuração calculada 
E1 e
P1 eP2 eP3 e
E2 e
ref.
 f = 7,96 Hz – configuração experimental f = 7,94 Hz – configuração calculada 
E1 e
P1 eP2 eP3 e
E2 e
ref.
 f = 11,67 Hz – configuração experimental f = 11,66 Hz – configuração calculada 
E1 e
P1 eP2 eP3 e
E2 e
ref.
 f = 13,31 Hz – configuração experimental f = 13,31 Hz – configuração calculada 
E1 e
P1 eP2 eP3 e
E2 e
ref.
 f = 17,16 Hz – configuração experimental f = 17,07 Hz – configuração calculada 
E1 e
P1 eP2 eP3 e
E2 e
ref.
Figura 6.154 – Configurações experimentais e calculadas de modos de torção do viaduto V2. 
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Na figura 6.155 comparam-se as configurações experimentais com as calculadas com o 
modelo de elementos finitos, para os modos de vibração transversais do viaduto V2. 
 f = 2,03 Hz – configuração experimental f = 2,01 Hz – configuração calculada 
E2 e P3 e P2 e
ref.
E1 eP1 e
 f = 4,71 Hz – configuração experimental f = 5,05 Hz – configuração calculada 
E2 e
P3 e P2 e
ref.
E1 eP1 e
 f = 9,23 Hz – configuração experimental f = 9,35 Hz – configuração calculada 




Figura 6.155 – Configurações experimentais e calculadas de modos transversais do viaduto V2. 
Na figura 6.156 comparam-se as componentes modais identificadas para o modo longitudinal 
do viaduto V2, com a configuração calculada com o modelo de elementos finitos. 
 f = 8,52 Hz – configuração experimental f = 8,08 Hz – configuração calculada 
E1 e
P1 eP2 eP3 e
E2 e
ref.
Figura 6.156 – Configuração experimental e calculada do modo longitudinal do viaduto V2. 
Para comparar os vectores de componentes modais identificadas experimentalmente com os 
vectores de componentes modais calculadas com o modelo de elementos finitos, determinaram-se 
também os coeficientes MAC (ver capítulo 5). Na figura 6.157 apresentam-se graficamente as 
matrizes dos coeficientes MAC obtidos. 
Figura 6.157 – Coeficientes MAC. 
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Considerações finais: 
Aplicando um método de identificação modal estocástica na análise de registos da resposta do 
viaduto V2, registada em ensaios realizados in situ, foram identificadas as características de 16 modos 
de vibração, incluindo as suas frequências, configurações e coeficientes de amortecimento. 
As características dinâmicas identificadas experimentalmente foram também comparadas com 
as avaliadas com um modelo de elementos finitos, tendo-se obtido uma boa concordância entre os 
resultados experimentais e os calculados com esse modelo. 
6.2.11 Ponte ferroviária de Sacavém 
Considerações gerais: 
O estudo do comportamento dinâmico da ponte de Sacavém (LNEC – Rodrigues, 2001) sob a 
acção do tráfego ferroviário foi desenvolvido por solicitação da REFER, com o objectivo de avaliar a 
capacidade dessa obra de arte, para suportar a circulação de comboios de pendulação activa 4001/10 
(comboios pendulares) com velocidades de 200 km/h. 
No estudo efectuado para a ponte de Sacavém, foram realizados ensaios in situ para avaliação 
das características dinâmicas da estrutura e dos efeitos dinâmicos do tráfego ferroviário. 
A adequabilidade da ponte de Sacavém para a circulação de comboios pendulares com 
velocidades de 200 km/h foi analisada considerando os aspectos relacionados com: a segurança da 
estrutura; a segurança da circulação dos comboios; e o conforto dos passageiros. A análise, 
relativamente a estes três aspectos, foi efectuada, considerando as disposições da regulamentação 
aplicável, nomeadamente o Eurocódigo 1 (CEN, 2001) e as regras da Union Internationale des 
Chemins de Fer (UIC, 1976, 1979, 1994), tendo em conta as características dinâmicas da estrutura 
avaliadas experimentalmente, e simulando analiticamente a resposta dinâmica da estrutura à passagem 
do sistema de forças correspondente ao comboio pendular. 
O estudo sobre o comportamento dinâmico da ponte de Sacavém sob a acção do tráfego 
ferroviário, foi apresentado numa conferência internacional (Rodrigues, 2002). 
Conforme se procedeu no exemplo apresentado anteriormente, relativo à ponte ferroviária de 
Canelas, na apresentação que se faz em seguida, do estudo efectuado na ponte de Sacavém, aborda-se 
apenas a análise de identificação modal que foi efectuada, e que constituiu uma parte importante do 
mesmo. 
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Breve descrição da ponte ferroviária de Sacavém: 
A ponte ferroviária de Sacavém situa-se ao Km 9,695 da linha do Norte. É uma obra de arte 
que atravessa o rio Trancão, junto a Sacavém, vencendo um vão de 31,4 m entre eixos de apoios. É 
constituída por dois tabuleiros independentes, cada um dos quais suporta uma via férrea de via larga. 
Na altura de realização dos ensaios, a ponte era utilizada, preferencialmente, para a circulação 
de comboios rápidos, sendo as vias por ela suportadas designadas por ascendente rápida (AR) e 
descendente rápida (DR). O trânsito de comboios com menor velocidade fazia-se, normalmente, por 
uma outra ponte, vizinha da analisada no estudo efectuado. 
A estrutura de cada tabuleiro é constituída, essencialmente, por duas vigas metálicas 
principais, dispostas lateralmente. Estas vigas são formadas por uma treliça composta por duas cordas, 
superior e inferior, unidas por montantes e barras diagonais dispostas em cruz de Sto. André. 
Na figura 6.158 apresenta-se o alçado, planta e secções transversais da ponte de Sacavém. 
Planta
3.14 3.14 3.14 3.14 3.14 3.14 3.14 3.14 3.14 3.14
31.4
Alçado






Secção transversal no vão
Secção transversal
junto aos encontros
via DR via AR
via DR via AR
Figura 6.158 – Alçado, planta e secções transversais da ponte de Sacavém. 
As estruturas de ambas as vias apoiam, através de aparelhos de apoio rotulados, em 
superestruturas de alvenaria que formam um arco, com cerca de 7,5 m de vão, e funcionam como 
encontros da ponte. Os aparelhos de apoio são fixos do lado de onde o comboio se desloca e móveis 
do outro (lado para onde o comboio se desloca). 
A ponte ferroviária de Sacavém tem já uma vida de serviço bastante longa, tendo sido objecto 
de várias intervenções, quer de manutenção quer de reforço com substituição e/ou adição de elementos 
estruturais. De acordo com elementos fornecidos pela REFER, foi possível constatar que os desenhos 
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originais desta obra, elaborados pela Central Peninsular Railways of Portugal, datam de 1854. A 
última das grandes intervenções que a estrutura sofreu foi efectuada em 1970, altura em que foi 
efectuada uma análise de verificação da sua segurança de acordo com as recomendações do RSEP. 
Na figura 6.159 podem observar-se alguns aspectos da ponte de Sacavém. 
Figura 6.159 – Alguns aspectos da ponte de Sacavém. 
Equipamento utilizado e ensaios efectuados: 
Os ensaios in situ da ponte de Sacavém foram realizados em dois dias diferentes, um para a 
estrutura de cada uma das vias, num período desde cerca das 9h.30m. até perto das 19h. Foram 
efectuados ensaios de medição de extensões e de acelerações induzidas pela passagem dos comboios e 
também ensaios de medição da resposta resultante das acções ambiente, essencialmente o vento, mas 
também o efeito do tráfego ferroviário nas linhas vizinhas às da ponte ensaiada, ou do tráfego 
rodoviário junto ao local da ponte. 
Optou-se por efectuar os ensaios em dois dias diferentes, de modo a que a instrumentação 
utilizada em cada uma das estruturas permitisse definir as configurações dos seus modos naturais de 
vibração, duma forma bastante refinada. 
Para a realização dos ensaios não foi imposta qualquer restrição ao tráfego que usualmente 
circula sobre a ponte, tendo-se apenas solicitado à REFER, a informação relativa às velocidades dos 
comboios que circularam sobre a estrutura durante o período de ensaio. 
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Os ensaios in situ realizados na ponte de Sacavém foram efectuados com o seguinte 
equipamento:
- 15 acelerómetros uniaxiais de tipo force balance, modelo ES-U da Kinemetrics;
- 5 unidades para alimentação e condicionamento de acelerómetros de tipo force balance;
- 4 extensómetros piezoeléctricos de circuito integrado (ICP) de marca PCB, modelo 740A02, 
e fonte de alimentação apropriada; 
- 1 computador portátil; 
- placa de aquisição de dados DAQ Card AI-16XE-50 da National Instruments com conversão 
analógica/digital a 16 bits, instalada no computador portátil; 
- chassis SCXI-1000DC de 32 canais, também da National Instruments, ligado a uma bateria; 
- cabos para alimentação dos acelerómetros e transmissão do respectivo sinal às unidades de 
condicionamento e alimentação e destas ao sistema de aquisição. 
Nos ensaios da ponte de Sacavém os acelerómetros ES-U foram configurados para uma 
sensibilidade de 2,5Volt/g; quanto ao factor de ganho dos amplificadores, foram utilizados valores de 
1, para o registo das passagens de comboios, e de 50 para os ensaios de medição de vibrações 
ambiente. Desta forma, os valores da amplitude mínima de aceleração que foi possível discretizar, 
foram de 122,1 g (ganho 1) e de 2,44 g (ganho 50). 
Para definir a configuração do equipamento adoptada nos ensaios, foi importante ter efectuado 
algumas medições preliminares, realizadas algumas semanas antes da data dos ensaios, que permitiram 
avaliar o nível das acelerações induzidas pela passagem dos comboios. 
Na figura 6.160 podem observar-se diversos aspectos dos acelerómetros ES-U colocados nos 
banzos das cordas superiores da ponte de Sacavém. 
Figura 6.160 – Alguns aspectos dos acelerómetros ES-U colocados nos banzos das cordas superiores. 
Em cada estrutura, a resposta em aceleração foi observada em 22 pontos diferentes, 
correspondentes aos pontos de ligação dos montantes com as cordas superiores das vigas principais. 
Foram medidas acelerações na direcção vertical em todos esses pontos e também acelerações na 
direcção transversal em apenas 7 deles, situados do lado exterior dos tabuleiros (lado do passeio). 
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Para além das acelerações nos banzos das cordas superiores das vigas principais, registaram-se 
também as extensões nas 4 primeiras diagonais das vigas principais interiores. 
A técnica de ensaio utilizada, foi idêntica para as duas estruturas, tendo-se mantido 7 
acelerómetros sempre nos mesmos pontos, enquanto que os outros foram sendo colocados em pontos 
diferentes, num total de 3 ensaios (ver quadro 6.29 e figura 6.161). 
Quadro 6.29 – Pontos instrumentados com os acelerómetros ES-U em cada ensaio. 
unidade 1 unidade 2 unidade 3 unidade 4 unidade 5 
ensaio 





















































































































































Figura 6.161 – Sequência dos três ensaios efectuados nas duas estruturas da ponte de Sacavém. 
Durante os dois dias de ensaio, foram registadas as acelerações e extensões induzidas nas 
estruturas pela passagem de um total de 50 comboios (29 na via AR e 21 na via DR), incluindo 9 
comboios pendulares (que circularam com uma velocidade máxima de 160 km/h). 
A frequência de amostragem utilizada nos ensaios foi de 200 Hz. Nos ensaios de medição da 
resposta das estruturas às acções ambiente, a duração total dos registos foi de cerca de 30 minutos. 
Na figura 6.162 podem observar-se algumas fotografias da passagem de comboios pendulares 
sobre a ponte de Sacavém durante os dias dos ensaios. 
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Figura 6.162 – Passagem de comboios pendulares sobre a ponte de Sacavém durante os ensaios. 
Identificação modal: 
As acelerações registadas nos ensaios da ponte de Sacavém (LNEC – Rodrigues, 2001), foram 
analisadas, para efeitos de identificação modal, utilizando o método BFD e o método de Ibrahim no 
domínio do tempo (ITD), que já foram descritos no capítulo 4. 
Antes da aplicação dos métodos de identificação modal, os registos de aceleração obtidos nos 
ensaios foram objecto de um pré-processamento que consistiu nas seguintes operações: 
- remoção da componente contínua ou de tendências lineares; 
- filtragem passa-alto a 0,5 Hz com um filtro Butterworth de ordem 2; 
- filtragem passa-baixo a 20 Hz com um filtro Butterworth de ordem 4; 
- decimação dos registos, de 200 Hz para 50 Hz. 
O método BFD foi aplicado considerando as acelerações registadas nos ensaios de medição da 
resposta resultante das acções ambiente. O método ITD foi aplicado às respostas em regime livre 
obtidas através da média das acelerações registadas imediatamente após os comboios terem passado 
sobre a ponte. 
Na aplicação de ambos os métodos de identificação modal, utilizaram-se portanto registos 
correspondentes a situações sem comboios na ponte. Avaliaram-se assim as características dinâmicas 
das estruturas descarregadas, ou seja, sem influência da massa adicional dos comboios, ou do efeito de 
vibrações forçadas resultantes das oscilações dos comboios sobre os seus sistemas de suspensão, ou 
ainda de impactos das rodas sobre os carris. 
Para aplicar o método BFD, as funções de densidade espectral da resposta das estruturas foram 
avaliadas utilizando o algoritmo da FFT, de acordo com o processo descrito no capítulo 4. As funções 
de densidade espectral foram assim estimadas considerando amostras com 2048 valores, tendo-se 
aplicado uma janela de Hanning a cada amostra para reduzir o efeito de escorregamento (leakage). A 
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resolução em frequência das funções de densidade espectral é portanto a correspondente aos 2048 
valores com uma frequência de amostragem de 50 Hz, ou seja f = 0,024 Hz. 
Nas figuras 6.163 a 6.165, apresentam-se os espectros normalizados médios obtidos para as 
estruturas de cada uma das vias. Nessas figuras indicam-se também os valores das frequências que 
foram consideradas como correspondentes a modos naturais de vibração das estruturas. 
















































Figura 6.163 – Espectros normalizados médios das acelerações transversais. 








































Figura 6.164 – Espectros normalizados médios da semi-soma das acelerações verticais. 

















































Figura 6.165 – Espectros normalizados médios da semi-diferença das acelerações verticais. 
Através do método BFD, identificaram-se as frequências e configurações de 7 modos naturais 
de vibração das estruturas ensaiadas. Nas figuras 6.166 a 6.172, apresentam-se as representações em 
planta e em alçado das configurações modais identificadas para as estruturas de cada uma das vias. 
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 estrutura da via AR – f = 4,10 Hz estrutura da via DR – f = 4,15 Hz 
viga interior viga exterior
ref.
viga interior viga exterior
ref.
Figura 6.166 – Configuração do 1º modo identificado com o método BFD (1º modo transversal). 
 estrutura da via AR – f = 6,88 Hz estrutura da via DR – f = 7,01 Hz 
ref.
viga interior viga exterior
ref.
viga interior viga exterior
Figura 6.167 – Configuração do 2º modo identificado com o método BFD (1º modo vertical). 
 estrutura da via AR – f = 9,52 Hz estrutura da via DR – f = 9,64 Hz 
viga interior viga exterior
ref.
viga interior viga exterior
ref.
Figura 6.168 – Configuração do 3º modo identificado com o método BFD (2º modo transversal). 
 estrutura da via AR – f = 10,03 Hz estrutura da via DR – f = 10,08 Hz 
ref.
viga interior viga exterior
ref.
viga interior viga exterior
Figura 6.169 – Configuração do 4º modo identificado com o método BFD (1º modo de torção). 
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 estrutura da via AR – f = 14,79 Hz estrutura da via DR – f = 15,14 Hz 
viga interior viga exterior
ref.
viga interior viga exterior
ref.
Figura 6.170 – Configuração do 5º modo identificado com o método BFD (3º modo transversal). 
 estrutura da via AR – f = 15,77 Hz estrutura da via DR – f = 15,77 Hz 
ref.
viga interior viga exterior
ref.
viga interior viga exterior
Figura 6.171 – Configuração do 6º modo identificado com o método BFD (2º modo vertical). 
 estrutura da via AR – f = 16,53 Hz estrutura da via DR – f = 16,55 Hz 
ref.
viga interior viga exterior
ref.
viga interior viga exterior
Figura 6.172 – Configuração do 7º modo identificado com o método BFD (2º modo de torção). 
Nas configurações representadas nas figuras 6.166 a 6.172, incluíram-se barras de erro que 
representam os intervalos de confiança a 99 % na estimativa das componentes modais. Como se pode 
verificar, em relação aos 4 primeiros modos identificados, essas barras de erro são muito pequenas, o 
que salienta a qualidade dos registos obtidos nos ensaios e dos resultados da identificação modal 
efectuada com o método BFD. 
No estudo efectuado para a ponte de Sacavém, utilizou-se também o método ITD, 
fundamentalmente para estimar os coeficientes de amortecimento mas também para avaliar, por uma 
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via diferente do método BFD, as frequências e configurações dos modos naturais de vibração das 
estruturas ensaiadas. 
O método ITD foi aplicado às respostas em regime livre, determinadas através duma média no 
domínio do tempo, de amostras, com 10 segundos de duração, extraídas das acelerações registadas 
imediatamente após a passagem dum comboio. Para definir o início dessas amostras, considerou-se 
uma condição inicial de passagem por zero com inclinação positiva (Ibrahim, 2001) do registo na 
direcção transversal obtido no ponto 15. Estas respostas em regime livre foram determinadas para cada 
um dos 3 ensaios realizados. Na figura 6.173 apresentam-se amostras com 5 segundos de duração das 
respostas em regime livre obtidas, para cada estrutura, em 3 dos sinais de referência. 
 estrutura da via AR estrutura da via DR 
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21
viga exterior
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21
viga exterior
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Figura 6.173 – Respostas em regime livre em 3 dos sinais de referência. 
Com o método ITD avaliaram-se as características (frequência, coeficiente de amortecimento 
e configuração) do 1º modo transversal e do 1º modo vertical de ambas as estruturas, e ainda do 1º 
modo de torção da estrutura da via DR (não se tendo conseguido identificar as características de outros 
modos para além desses). Para cada um dos três ensaios efectuados, obtiveram-se valores ligeiramente 
diferentes para as frequências e coeficientes de amortecimento, conforme se pode verificar no quadro 
6.30. Essas pequenas diferenças podem resultar da influência de efeitos ambientais, nomeadamente da 
temperatura, uma vez que os registos obtidos em cada ensaio, correspondem a um período diferente do 
dia (ensaio 1 das 9h.30m. às 12h.30m., ensaio 2 das 12h.30m. às 16h. e ensaio 3 das 16h. às 19h.). 
Note-se que em diversos estudos em que foi feita a monitorização das frequências dos modos naturais 
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de vibração de estruturas, ao longo de um período de tempo longo, tem-se constatado que há uma boa 
correlação entre as variações dessas frequências e as variações de temperatura (Farrar et al., 1997; 
Peeters e De Roeck, 2000; Rohrmann et al., 2000; Alampalli e Cioara, 2002; Feltrin, 2002). 
Quadro 6.30 – Frequências e coeficientes de amortecimento avaliados com o método ITD. 

















f (Hz) 4,16 4,23 4,18 4,19  f (Hz) 4,22 4,25 4,19 4,22 1º modo 
transversal  (%) 1,69 2,11 1,43 1,7 
1º modo 
transversal  (%) 1,19 1,41 1,03 1,2 
f (Hz) 6,96 6,97 6,91 6,95  f (Hz) 7,06 7,05 7,01 7,04 1º modo 
vertical  (%) 1,77 0,51 0,79 1,0 
1º modo 
vertical  (%) 1,25 0,75 0,82 0,9 
 f (Hz) 10,53 10,11 10,19 10,28 1º modo 
de torção  (%) 0,32 0,29 0,37 0,3 
Nas figuras 6.174 a 6.176 apresentam-se as representações em planta e em alçado das 
configurações modais identificadas com o método ITD, para as estruturas de cada uma das vias. 
 estrutura da via AR – f = 4,19 Hz estrutura da via DR – f = 4,22 Hz 
ref.
viga interior viga exterior viga interior viga exterior
ref.
Figura 6.174 – Configuração do 1º modo identificado com o método ITD (1º modo transversal). 
 estrutura da via AR – f = 6,95 Hz estrutura da via DR – f = 7,04 Hz 
ref.
viga interior viga exterior
ref.
viga interior viga exterior
Figura 6.175 – Configuração do 2º modo identificado com o método ITD (1º modo vertical). 
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 estrutura da via DR – f = 10,28 Hz 
ref.
viga interior viga exterior
Figura 6.176 – Configuração do 3º modo identificado com o método ITD (1º modo de torção). 
No quadro 6.31 resumem-se as características dinâmicas identificadas para as duas estruturas 
da ponte de Sacavém, com os dois métodos de identificação utilizados (BFD e ITD). 
Quadro 6.31 – Características dinâmicas identificadas para a ponte de Sacavém. 
estrutura da via AR estrutura da via DR 
método BFD método ITD método BFD método ITD modo
f (Hz) f (Hz)  (%) f (Hz) f (Hz)  (%) 
1º transversal 4,10 4,19 1,7 4,15 4,22 1,2 
1º vertical 6,88 6,95 1,0 7,01 7,04 0,9 
2º transversal 9,52 - - 9,64 10,28 0,3 
1º de torção 10,03 - - 10,08 - - 
3º transversal 14,79 - - 15,14 - - 
2º vertical 15,77 - - 15,77 - - 
2º de torção 16,53 - - 16,55 - - 
Analisando os valores apresentados no quadro 6.31, pode-se verificar que as frequências 
avaliadas com o método BFD são ligeiramente inferiores às identificadas com o método ITD, o que se 
considera ser devido ao efeito do amortecimento e também ao facto das estimativas das funções de 
densidade espectral serem discretas com uma resolução em frequência de 0,024 Hz. 
Saliente-se que o 1º modo de vibração identificado para as duas estruturas é um modo 
transversal, e que o 1º modo vertical só se verifica para uma frequência que é cerca de 1,7 vezes 
superior; ou seja, em comparação com a direcção vertical, as duas estruturas são mais flexíveis na 
direcção transversal. Este aspecto, da flexibilidade das estruturas na direcção transversal, e que é 
evidente nas características dinâmicas identificadas, foi importante para as conclusões do estudo 
efectuado na ponte de Sacavém. Note-se que tanto o Eurocódigo 1 (CEN, 2001) como as regras da 
UIC (UIC, 1976, 1979, 1994) impõem limites à deformabilidade das estruturas de pontes para vias de 
comboios de alta velocidade, incluindo à sua deformabilidade transversal. 
É também de notar que o 1º modo de vibração identificado é fundamentalmente transversal, 
mas também tem uma importante componente de torção (donde resulta o facto de nos espectros das 
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acelerações verticais registadas, ser também bem evidente um pico de ressonância na frequência 
correspondente a esse modo transversal). 
Comparação com um modelo de elementos finitos: 
Para analisar os efeitos da passagem dos comboios pendulares com diversas velocidades, foi 
desenvolvido um modelo de elementos finitos (ver figura 6.177), cujas características, nomeadamente 
as constantes de rigidez dos apoios e as condições de ligação nas extremidades das diversas barras, 
foram ajustadas de modo a aproximar as frequências calculadas com o modelo às frequências 
identificadas experimentalmente. 
O modelo elaborado é constituído por 328 elementos de barra e 12 apoios elásticos com 
constantes de rigidez de k = 1000 kN/mm (apoios fixos) e k = 10 kN/mm (apoios móveis). O modelo 
tem um total de 736 graus de liberdade. Para todos os elementos estruturais, foi considerado um 
módulo de elasticidade de 200 GPa. A massa total, incluindo os elementos estruturais, os carris, 
travessas e o passeio lateral, foi considerada com um valor de 1800 kg/m. 
Figura 6.177 – Perspectiva do modelo de elementos finitos da ponte de Sacavém. 
Na figura 6.178, comparam-se as frequências calculadas com o modelo de elementos finitos 
com as identificadas experimentalmente. 




























Figura 6.178 – Comparação entre frequências calculadas e identificadas experimentalmente. 
Como se pode verificar na figura 6.178, o ajuste entre as frequências calculadas com o modelo 
e as identificadas experimentalmente é bastante bom para os quatro primeiros modos de vibração, 
havendo maiores diferenças para os três últimos modos. Embora o modelo pudesse ainda ser 
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melhorado, considerou-se que, para o objectivo da sua utilização, o ajuste com as características 
dinâmicas identificadas, era já razoável. 
Considerações finais: 
No estudo efectuado na ponte de Sacavém, foram utilizados dois métodos de identificação 
modal, o método BFD e o método ITD, tendo-se obtido bons resultados com ambos. 
A ideia de utilizar a resposta em regime livre, que se verifica imediatamente após os comboios 
passarem por uma ponte, foi novamente explorada com sucesso. Enquanto que, no exemplo 
apresentado anteriormente relativo à ponte de Canelas, considerou-se apenas a resposta medida num 
ponto, no estudo efectuado para a ponte de Sacavém, o método ITD foi aplicado, considerando todos 
os registos de resposta (15 no total) o que permitiu avaliar, através desse método, não só as 
frequências e coeficientes de amortecimento, mas também as correspondentes configurações modais. 
6.2.12 Viaduto da rua Ramalho Ortigão em Lisboa 
Considerações gerais: 
Os ensaios de caracterização dinâmica do viaduto da rua Ramalho Ortigão em Lisboa 
(LNEC – Rodrigues, 2001) integraram-se num estudo de avaliação in situ do comportamento dessa 
obra, realizado pelo LNEC para a Câmara Municipal de Lisboa. Para além dos ensaios de 
caracterização dinâmica, esse estudo envolveu também a realização de ensaios de carga estáticos. 
Antes do trabalho realizado pelo LNEC, foram também efectuados, pela empresa Lisconcebe 
(Barata, 2000), alguns trabalhos de inspecção da estrutura que envolveram uma inspecção visual, 
ensaios de avaliação da espessura dos recobrimentos, ensaios de provetes de betão e um nivelamento 
topográfico do tabuleiro. 
Todos os trabalhos de inspecção e avaliação estrutural, efectuados no viaduto da rua Ramalho 
Ortigão em Lisboa, foram motivados pelo facto de essa obra apresentar uma deformação vertical que é 
claramente evidente por observação visual. Para a realização dos ensaios de caracterização dinâmica, 
contribuiu também o facto de, nos seus passeios laterais, as vibrações induzidas pelo tráfego 
rodoviário, serem claramente perceptíveis para os peões, havendo casos de pessoas que manifestaram 
o seu desconforto e até uma sensação de insegurança. 
O principal objectivo dos ensaios dinâmicos efectuados no viaduto da rua Ramalho Ortigão 
em Lisboa, foi a avaliação experimental das propriedades dinâmicas do viaduto, contribuindo-se dessa 
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forma, com informação importante, para a compreensão do seu comportamento estrutural e para a 
calibração de modelos de elementos finitos utilizados no estudo e projecto de trabalhos de reparação e 
reforço do viaduto. 
O estudo efectuado no viaduto da rua Ramalho Ortigão em Lisboa, foi apresentado numa 
conferência internacional (Rodrigues, 2002). 
Breve descrição do viaduto da rua Ramalho Ortigão em Lisboa: 
O viaduto, cujo estudo de caracterização dinâmica experimental se apresenta em seguida, 
localiza-se em Lisboa, junto à Praça de Espanha, na rua Ramalho Ortigão, constituindo uma passagem 
superior sobre a Av. Calouste Gulbenkian. É uma obra da autoria do Prof. Edgar Cardoso e foi 
construída em 1972 pela empresa EMPEC. 
Trata-se de um viaduto constituído por duas grandes consolas longitudinais com 30,35 m de 
comprimento cada uma, em betão armado pré-esforçado, que servem de apoio a um tramo central com 
10,0 m, em betão armado, vencendo uma distância total de 70,7 m entre faces dos encontros (ver 
figura 6.179). 
14.17.511.2510.010.010.010.6 7.5 11.25 10.0 10.0
S. SebastiãoSete-Rios
70.7
Figura 6.179 – Corte longitudinal do viaduto da rua Ramalho Ortigão em Lisboa. 
A estrutura, que vence o vão de 70,7 m, prolonga-se nos seus acessos por nervuras, 
solidarizadas entre si, na sua extremidade, por uma carlinga. Assim, a extensão total do viaduto entre 
juntas de dilatação extremas é de 112,2 m. 
A secção transversal do tabuleiro do viaduto, é constituída por um caixão tricelular, com 8,0 m 
de largura, ladeado por consolas transversais pré-esforçadas com 8,0 m de balanço (ver figura 6.180). 
Estas consolas e os banzos superiores das células exteriores do caixão, são vazadas por tubos 
cilíndricos não contínuos, dispostos transversalmente, com 1,1 m de comprimento e diâmetro variável, 
formando uma grelha de pequenas nervuras longitudinais e transversais. O caixão tricelular apresenta 
uma grande variação de inércia, já que sobre o apoio nos encontros tem 4,0 m de altura e a meio vão, 
tem cerca de 1,6 m. 




4.0 8.0 8.0 4.0
1.556
Figura 6.180 – Secção transversal a ½ vão do viaduto da rua Ramalho Ortigão em Lisboa. 
As consolas longitudinais do tabuleiro estão monoliticamente ligadas aos encontros, que são 
constituídos por pilares de grande inércia com maciços de fundação directa, que distribuem as 
elevadas cargas aos terrenos de fundação de natureza basáltica. 
As nervuras longitudinais que prolongam as longarinas do caixão tricelular, no tardoz do pilar-
encontro, são paredes que recebem ancoragens passivas do pré-esforço longitudinal do tabuleiro, a 
vários níveis de altura e em diferentes localizações. 
Os apoios do tramo central sobre as consolas longitudinais materializam-se através de 
aparelhos de apoio em neoprene cintado, estando garantido o travamento transversal do tramo central 
através de ferrolhos horizontais dispostos nas consolas transversais, os quais no entanto permitem 
deslocamentos longitudinais. 
O viaduto da rua Ramalho Ortigão, apresenta uma deformação vertical significativa da 
extremidade das consolas longitudinais do tabuleiro, que se nota ser mais acentuada do lado de Sete-
Rios. Com o nivelamento topográfico efectuado no âmbito do trabalho realizado pela empresa 
Lisconcebe (Barata, 2000), foi possível verificar, entre outros aspectos, que a consola longitudinal do 
lado de Sete-Rios apresenta um deslocamento vertical na sua extremidade de cerca de 20 cm (para 
baixo), enquanto que na consola longitudinal do lado oposto há um deslocamento vertical de 10 cm 
(também para baixo). 
Na figura 6.181 podem observar-se alguns aspectos do viaduto da rua Ramalho Ortigão. 
Figura 6.181 – Alguns aspectos do viaduto da rua Ramalho Ortigão em Lisboa. 
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Equipamento utilizado e ensaios efectuados: 
Nos ensaios de caracterização dinâmica do viaduto da rua Ramalho Ortigão, foi utilizado 
exactamente o mesmo equipamento que nos ensaios, apresentados anteriormente, dos viadutos V1 e 
V2 da auto-estrada A-14, não se repetindo aqui a listagem do mesmo. 
A técnica de ensaio utilizada foi semelhante à adoptada em estudos apresentados 
anteriormente. Na figura 6.182 indicam-se as secções instrumentadas nos ensaios e na figura 6.183 
indicam-se os pontos em que, em cada secção, foram colocados os acelerómetros. 
S. SebastiãoSete-Rios
55444466 4 4 4 4 6 64 4
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Figura 6.182 – Secções instrumentadas nos ensaios do viaduto da rua Ramalho Ortigão. 
Aqueduto Praça de Espanha
Figura 6.183 – Pontos de colocação dos acelerómetros em cada secção. 
No viaduto da rua Ramalho Ortigão, foram efectuados um total de 4 ensaios seguindo a 
sequência que é indicada no quadro 6.32 e na figura 6.184. Como se pode verificar, foram 
considerados 5 transdutores de referência (nas secções S8 e S13) e 10 transdutores móveis. 
Quadro 6.32 – Pontos instrumentados em cada ensaio do viaduto da rua Ramalho Ortigão. 
unidade 1 unidade 2 unidade 3 unidade 4 unidade 5 
ensaio 
cn.1 cn.2 cn.3 cn.4 cn.5 cn.6 cn.7 cn.8 cn.9 cn.10 cn.11 cn.12 cn.13 cn.14 cn.15 
1 1 v. 7 v. 2 v. 8 v. 17 v. 27 v. 18 v. 28 v. 5 t. 17 t. 
2 3 v. 9 v. 4 v. 10 v. 19 v. 29 v. 20 v. 30 v. 7 t. 21 t. 










33 v. 24 v. 
26 v. 
34 v. 11 t. 
15 t. 
27 t. 
v. – direcção vertical; t. – direcção transversal. 
Nos ensaios do viaduto da rua Ramalho Ortigão em Lisboa, o equipamento de medição com os 
acelerómetros ES-U foi configurado de modo a permitir discretizar uma amplitude mínima de 
aceleração de 2,4 g. A frequência de amostragem utilizada foi de 200 Hz e em cada ensaio 
obtiveram-se registos com cerca de 30 minutos de duração total (360448 valores a 200 Hz). 
Os ensaios foram efectuados em condições usuais de serviço do viaduto, ou seja, sem qualquer 
interrupção do tráfego que normalmente sobre ele circula. 
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pontos instrumentados
S. SebastiãoSete - Rios
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Figura 6.184 – Pontos instrumentados e sequência dos ensaios efectuados no viaduto da rua Ramalho Ortigão. 
Identificação modal: 
No estudo de caracterização dinâmica experimental do viaduto da rua Ramalho Ortigão, 
(LNEC – Rodrigues, 2001) utilizou-se o método BFD, tendo-se obtido os resultados que serão 
apresentados mais adiante. Para este trabalho, analisaram-se novamente os registos adquiridos nos 
ensaios realizados, utilizando outros métodos no domínio da frequência, nomeadamente os métodos 
FDD e EFDD, já descritos no capítulo 4. 
Antes da aplicação dos métodos de identificação modal estocástica, os registos de resposta 
medidos nos ensaios, foram sujeitos a um pré-processamento que consistiu nas seguintes operações: 
- remoção da componente contínua ou de tendências lineares; 
- filtragem passa-alto a 0,1 Hz com um filtro Butterworth de ordem 1; 
- filtragem passa-baixo a 20 Hz com um filtro Butterworth de ordem 4; 
- decimação de 200 Hz para 50 Hz. 
Ao nível do pré-processamento para o método BFD, foram também calculadas as séries 
correspondentes à semi-soma e à semi-diferença dos dois registos verticais obtidos em cada secção 
instrumentada. As séries assim determinadas foram apenas consideradas para a avaliação dos 
espectros normalizados médios, para distinguir melhor os picos de ressonância correspondentes a 
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modos verticais e a modos de torção. Para a identificação das componentes modais em cada ponto, 
consideraram-se, em qualquer dos métodos, as séries directamente registadas em cada ponto. 
Para os diversos métodos de identificação modal utilizados, as funções de densidade espectral 
da resposta do viaduto foram estimadas utilizando a técnica descrita no capítulo 4, baseada no 
algoritmo da FFT. Para tal, foram consideradas amostras com 4096 valores, a que corresponde, para a 
frequência de amostragem de 50 Hz, uma resolução em frequência de f = 0,012 Hz. Às amostras foi 
aplicada uma janela de Hanning para reduzir os efeitos de escorregamento (leakage).
Nas figuras 6.185 a 6.187 apresentam-se os espectros normalizados médios correspondentes à 




















0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
frequência (Hz)
amplitude (mg2/Hz)
























0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
frequência (Hz)
amplitude (mg2/Hz)


















0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
frequência (Hz)
amplitude (mg2/Hz)
Figura 6.187 – Espectro normalizado médio dos registos transversais. 
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Nas figuras 6.185 a 6.187 indicam-se também os valores das frequências que foram 
consideradas como correspondentes a modos naturais de vibração do viaduto. Como se pode verificar, 
há alguns picos de ressonância, para os quais não se indicam os respectivos valores das frequências; 
tal deve-se ao facto de, após a análise das funções de coerência e das relações de amplitude e fase 
entre os diferentes pontos instrumentados, se ter considerado que não é possível concluir que esses 
picos correspondem a modos naturais de vibração da estrutura. 
Com o método BFD identificaram-se as frequências e configurações de 7 modos naturais de 
vibração do viaduto. Estimaram-se também os correspondentes coeficientes de amortecimento, 
utilizando o método, apresentado no capítulo 4, de ajuste de um espectro analítico aos pisos de 
ressonância dos auto-espectros das respostas medidas experimentalmente. Os valores das frequências e 
dos coeficientes de amortecimento obtidos com o método BFD são indicados no quadro 6.33 onde são 
comparados com os obtidos com os métodos FDD e EFDD. 
Nas figuras 6.188 a 6.193 apresentam-se as configurações avaliadas com o método BFD para 
os seis primeiros modos identificados. Nessas figuras incluem-se também barras de erro que 
representam os intervalos de confiança a 95 % na estimativa das componentes modais. Como se pode 
verificar, para o 1º modo vertical, 1º modo de torção e mesmo para o 2º modo de torção, essas barras 
de erro são muito pequenas, o que traduz a boa relação sinal/ruído nas respectivas frequências e, 
consequentemente, a qualidade das estimativas dessas configurações modais. 
S. Sebastião
Sete-Rios ref.
lado do Aqueduto lado da Praça de Espanha
Figura 6.188 – Configuração identificada com o método BFD para f = 2,04 Hz (1º modo vertical). 
S. Sebastião
Sete-Rios ref.
lado do Aqueduto lado da Praça de Espanha
Figura 6.189 – Configuração identificada com o método BFD para f = 2,48 Hz (2º modo vertical). 
S. Sebastião
Sete-Rios ref.
lado do Aqueduto lado da Praça de Espanha
Figura 6.190 – Configuração identificada com o método BFD para f = 2,61 Hz (1º modo de torção). 




lado do Aqueduto lado da Praça de Espanha
Figura 6.191 – Configuração identificada com o método BFD para f = 3,61 Hz (2º modo de torção). 
S. Sebastião
Sete-Rios ref.
lado do Aqueduto lado da Praça de Espanha
Figura 6.192 – Configuração identificada com o método BFD para f = 4,32 Hz (3º modo de torção). 
S. Sebastião
Sete-Rios ref.
lado do Aqueduto lado da Praça de Espanha
Figura 6.193 – Configuração identificada com o método BFD para f = 5,69 Hz (3º modo vertical). 
Na figura 6.194 apresentam-se os espectros dos quatro primeiros valores singulares da matriz 
de funções de densidade espectral da resposta do viaduto, medida experimentalmente. Conforme 
referido no capítulo 4, esses espectros de valores singulares servem de base para a identificação modal 
efectuada de acordo com os métodos FDD e EFDD. Na figura 6.194 estão também indicados os 
valores das frequências dos picos de ressonância que foram considerados como correspondentes a 





































0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
frequência (Hz)
amplitude (dB) 1º valor singular 2º valor singular
3º valor singular 4º valor singular
Figura 6.194 – Espectros dos quatro primeiros valores singulares. 
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Salienta-se que, para a identificação, com os métodos FDD e EFDD, dos dois modos com 
frequências de 2,48 Hz (2º vertical) e 2,61 Hz (1º de torção), é importante analisar os espectros do 1º e 
do 2º valor singular (ver figura 6.194). 
No quadro 6.33 indicam-se os valores das frequências e coeficientes de amortecimento, 
avaliados para o viaduto da rua Ramalho Ortigão, com os três métodos de identificação modal 
estocástica utilizados (métodos BFD, FDD e EFDD). Pode-se verificar que os valores das frequências 
identificadas com o método FDD coincidem com os valores identificados com o método BFD; já com 
o método EFDD obtiveram-se valores das frequências que, para alguns modos, são ligeiramente 
diferentes dos avaliados com os outros métodos. Em relação aos coeficientes de amortecimento, 
obtiveram-se, com os métodos utilizados, valores que se podem considerar como relativamente 
próximos, à excepção do valor para o modo com 4,32 Hz, para o qual há uma maior diferença. 
Quadro 6.33 – Características dinâmicas identificadas para o viaduto da rua Ramalho Ortigão. 
método BFD método FDD método EFDD 
tipo de modo 
f (Hz)  (%) f (Hz) f (Hz)  (%) 
1º vertical 2,04 1,0 2,04 2,04 1,1 
2º vertical 2,48 1,7 2,48 2,47 1,3 
1º de torção 2,61 1,1 2,61 2,60 1,2 
2º de torção 3,61 1,8 3,61 3,59 2,3 
3º de torção 4,32 1,8 4,32 4,32 0,8 
3º vertical 5,69 1,4 5,69 5,71 1,1 
transversal c/ torção 9,61 2,1 9,61 9,55 1,7 
Para comparar as configurações modais identificadas com os três métodos, determinaram-se 
os coeficientes MAC entre os vectores modais avaliados com cada um. Na figura 6.195 apresentam-se 
as matrizes de coeficientes MAC obtidos para os seis primeiros modos identificados. 
Figura 6.195 – Coeficientes MAC entre vectores modais identificados com os métodos BFD, FDD e EFDD. 
Como se pode verificar na figura 6.195, os elementos da diagonal principal das matrizes de 
coeficientes MAC, são todos muito próximos de 1, o que reflecte a boa correlação entre os vectores 
modais identificados com os três métodos utilizados, e portanto, a concordância entre as configurações 
modais avaliadas com métodos diferentes. Note-se que esta é também uma forma de validar os 
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resultados obtidos com os métodos de identificação modal estocástica – obter, através de métodos 
diferentes, resultados que, à parte de ligeiras diferenças, são concordantes entre si. 
Relativamente às configurações modais identificadas, há um aspecto importante que merece 
ser salientado. Na configuração identificada para o 1º modo vertical, pode constatar-se a existência de 
uma assimetria na deformabilidade do viaduto. De facto, verifica-se que a componente modal na 
extremidade da consola longitudinal do lado de Sete-Rios é 42 % superior à componente modal na 
extremidade da consola longitudinal do lado de S. Sebastião (ver figura 6.196). Esta assimetria do 
comportamento do viaduto, constatada na configuração do 1º modo vertical, está de acordo com a 
deformação vertical permanente que a obra apresenta e também com os resultados dos ensaios de 
carga estáticos realizados pelo LNEC. 
S. Sebastião
Sete-Rios ref.
lado do Aqueduto lado da Praça de Espanha
1,064 1,000
0,750
Figura 6.196 – Assimetria na configuração do 1º modo vertical (f = 2,04 Hz). 
Considerações finais: 
Com base nos registos de resposta obtidos em ensaios realizados in situ, foram identificadas as 
características de 7 modos de vibração do viaduto da rua Ramalho Ortigão em Lisboa, nomeadamente, 
as suas frequências, configurações e coeficientes de amortecimento. Aplicando três métodos de 
identificação modal estocástica, obtiveram-se resultados concordantes entre si. 
As características modais identificadas no estudo efectuado foram um contributo importante 
para o diagnóstico do comportamento estrutural do viaduto e para a calibração de um modelo de 
elementos finitos desenvolvido na empresa Lisconcebe, no âmbito do estudo de soluções de reparação 
e reforço a efectuar na obra. 
No estudo realizado (LNEC – Rodrigues, 2001), foi também efectuada uma análise dos níveis 
de vibração nos passeios laterais do viaduto, sob o ponto de vista da susceptibilidade humana às 
vibrações, considerando os critérios propostos em (Pretlove e Rainer, 1991). Constatou-se que de 
facto, os níveis de vibração nos passeios laterais, podem ser considerados como desconfortáveis para 
os peões que neles circulam. 
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6.2.13 Características dinâmicas de estruturas de pontes, avaliadas in situ pelo LNEC 
Conforme referido anteriormente, a avaliação experimental das características dinâmicas de 
estruturas de pontes tem um longa tradição no LNEC, tendo-se obtido ao longo dos anos, informação 
importante, que se procurou organizar neste trabalho na forma que se apresenta em seguida. 
O primeiro estudo realizado no LNEC, em que houve o objectivo de avaliar as características 
dinâmicas duma ponte, foram os ensaios dinâmicos efectuados na ponte em arco sobre o rio Sousa 
(LNEC - Marecos, 1954). Nos ensaios então efectuados, foram utilizados extensómetros de resistência 
eléctrica montados num sistema especial de amplificação mecânica desenvolvido no LNEC. Estes 
transdutores foram colocados em 3 secções do arco da ponte, tendo sido efectuados ensaios em que se 
registaram as extensões devidas à passagem de camiões carregados, circulando a diversas velocidades, 
e ainda ensaios de ressalto em que os camiões passaram por cima de uma tábua com 2 cm de altura. 
Da análise dos registos obtidos, avaliaram-se os coeficientes de amplificação dinâmica e também o 
valor da frequência do 1º modo vertical da estrutura. Na figura 6.197, podem observar-se alguns 
aspectos dos ensaios dinâmicos realizados na ponte sobre o rio Sousa (LNEC - Marecos, 1954) e na 
figura 6.198 apresentam-se dois dos registos de extensões então obtidos. 
 cimbre utilizado na construção da ponte extensómetro utilizado nos ensaios dinâmicos 
 equipamento de registo utilizado nos ensaios dinâmicos fase dos ensaios dinâmicos 
Figura 6.197 – Aspectos dos ensaios dinâmicos da ponte sobre o rio Sousa (LNEC - Marecos, 1954). 
 registo dum ensaio de passagem dum camião registo dum ensaio de ressalto 
Figura 6.198 – Extensões registadas nos ensaios dinâmicos da ponte sobre o rio Sousa (LNEC - Marecos, 1954). 
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No domínio da avaliação experimental das características dinâmicas de estruturas de pontes, é 
também de referir o trabalho efectuado na ponte suspensa sobre o rio Tejo em Lisboa, quer no âmbito 
dos ensaios de recepção dessa estrutura (LNEC - Marecos et al., 1967), quer com o sistema de 
monitorização dinâmica que na altura esteve instalado na ponte (LNEC - Marecos e Castanheta, 1970). 
Os estudos então efectuados na ponte suspensa sobre o rio Tejo foram objecto de um artigo publicado 
no Journal of the Structural Division da ASCE (Marecos et al., 1969). Note-se ainda que, 
recentemente, numa revisão dos diversos métodos de ensaio dinâmico de estruturas de pontes, Farrar 
et al. (1999) referem os ensaios efectuados pelo LNEC na ponte suspensa sobre o rio Tejo como uma 
das primeiras aplicações do método de ensaio que consiste na imposição duma deformação inicial que 
é repentinamente libertada, deixando as estruturas a vibrar em regime livre. Na ponte suspensa sobre o 
rio Tejo, esse ensaio consistiu na aplicação na secção de meio vão, duma força excêntrica de cerca de 
100 kN, tendo a sua libertação sido realizada pela rotura duma peça metálica calibrada, ligada a um 
cabo amarrado superiormente, do lado de jusante, ao cabo principal da ponte e inferiormente a um 
guincho instalado numa grua flutuante. Foram realizados três desses ensaios, tendo-se obtido uma 
concordância perfeita de resultados (LNEC - Marecos et al., 1967). 
A maior parte dos trabalhos de avaliação das características dinâmicas de estruturas de pontes 
desenvolvidos no LNEC foram efectuados no âmbito dos ensaios de recepção dessas obras, realizados 
após a sua construção e antes da sua entrada em serviço. Na maioria desses trabalhos foram utilizados 
extensómetros, de resistência eléctrica ou de tipo indutivo, colocados em duas ou três secções das 
estruturas a ensaiar, tendo por objectivo a avaliação de coeficientes de amplificação dinâmica 
resultantes do tráfego de camiões, da frequência do 1º modo de vibração vertical do tabuleiro das 
pontes e do respectivo coeficiente de amortecimento. 
No estudo realizado na ponte atirantada sobre o rio Arade (Corrêa e Campos Costa, 1992), 
efectuou-se já um trabalho de identificação modal da estrutura, entendendo-se como tal, a avaliação de 
componentes modais em diversos pontos das estruturas, para além da avaliação das frequências e 
coeficientes de amortecimento (que pode ser feita a partir da resposta num único ponto). No estudo 
efectuado na ponte sobre o rio Arade, foi utilizada uma instrumentação fixa, composta por um total de 
11 transdutores de diversos tipos (deslocamento, velocidade e aceleração). A análise de identificação 
modal aplicada à informação obtida nos ensaios foi efectuada utilizando um método de decomposição 
em valores e vectores próprios da matriz das funções de densidade espectral da resposta, ou seja, uma 
técnica, conforme referido no capítulo 4, semelhante ao método de decomposição no domínio da 
frequência (FDD). 
Conforme se salientou na introdução e se pode verificar através dos exemplos apresentados 
neste capítulo, nos estudos efectuados no âmbito deste trabalho, conseguiu-se chegar, a partir da 
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informação obtida experimentalmente, a uma descrição bastante completa das propriedades dinâmicas 
das estruturas de diversas das pontes ensaiadas. Para tal, foi obviamente importante dispor de 
transdutores, sistemas de aquisição de dados e de meios de cálculo com uma capacidade que não havia 
disponível em estudos realizados anteriormente no LNEC. No entanto, adicionalmente, houve também 
um esforço para efectuar uma maior sistematização tanto dos procedimentos de ensaio como dos 
métodos de análise, resultante da percepção e compreensão que se teve, das vantagens da identificação 
modal estocástica como forma de avaliar as características dinâmicas das estruturas de engenharia 
civil, com base na análise da sua resposta às acções a que normalmente estão sujeitas. 
Considerando os resultados obtidos ao longo dos 50 anos de actividade do LNEC, no domínio 
da avaliação in situ das características dinâmicas de estruturas de pontes, foi possível constituir uma 
base de dados que envolve a informação obtida em 112 pontes (85 rodoviárias e 27 ferroviárias), que é 
interessante analisar e comparar com resultados obtidos em estudos experimentais realizados por 
outras entidades. 
Em anexo apresenta-se uma listagem exaustiva dos estudos efectuados neste domínio pelo 
LNEC, indicando-se o ano em que foram efectuados, os seus autores, as pontes a que se referem e o 
seu maior vão, e ainda o valor identificado para a frequência do 1º modo de vibração vertical. 
Considerando esses valores, separadamente para pontes rodoviárias e para pontes ferroviárias, 
determinaram-se, por ajuste de mínimos quadrados aos valores experimentais, expressões para a 
frequência do 1º modo de vibração vertical (f1V) em função do maior vão da ponte (L), tendo-se obtido 
as seguintes relações: 
- Para pontes rodoviárias (com um coeficiente de correlação de R2 = 0,91): 
0 92
1V 86 9
,f , L  (6.1) 
- Para pontes ferroviárias (com um coeficiente de correlação de R2 = 0,85): 
0 60
1V 43 3
,f , L  (6.2) 
No que diz respeito às pontes rodoviárias, diversos autores têm proposto expressões 
semelhantes a (6.1). Refere-se em seguida a apresentada por Paultre et al. (1992), que envolve o ajuste 
aos valores obtidos experimentalmente por diversas entidades num total de 883 pontes (16 pelo Centre
de Recherches Routiéres de Bruxelas; 630 pelo Ministry of Public Works de Liége; 250 pelo 
Laboratório Federal EMPA da Suíça; e 12 pelo MTCO e MTQ do Canadá). A expressão indicada por 
Paultre et al. (1992) é: 
0 9
1V 82
,f L  (6.3) 
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No que se refere às pontes ferroviárias, Fryba (1996) apresenta a expressão geral indicada em 




,f L  (6.4) 
Nas figuras 6.199 e 6.200 apresentam-se graficamente os valores obtidos experimentalmente 
pelo LNEC e comparam-se as curvas obtidas por ajuste a esses valores, com as curvas, acima 
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Figura 6.200 – Frequência do 1º modo vertical de pontes ferroviárias em função do seu maior vão. 
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Relativamente às pontes rodoviárias, como se pode verificar na figura 6.199, há uma 
concordância muito boa entre a curva ajustada aos valores obtidos pelo LNEC e a curva indicada por 
Paultre et al. (1992). 
Quanto às pontes ferroviárias (ver a figura 6.200), já não se obteve uma concordância tão boa 
entre a curva ajustada aos valores obtidos pelo LNEC e a curva indicada por Fryba (1996). No entanto, 
note-se que o número de valores obtidos pelo LNEC, relativos a pontes ferroviárias não é muito 
grande e não abarca uma gama tão grande de vãos como no caso das pontes rodoviárias, não sendo por 
isso de estranhar que essa concordância não seja tão boa. 
6.3 Estruturas de edifícios 
Conforme referido anteriormente, a maioria das aplicações incluídas neste capítulo e 
apresentadas até agora dizem respeito a estruturas de pontes. Ilustra-se agora a aplicação dos métodos 
de identificação modal estocástica em estruturas de edifícios, utilizando para tal dois exemplos, um 
edifício real de 15 pisos, o Heritage Court Tower (HCT), em Vancouver no Canadá, e um modelo à 
escala ¼ de um edifício de 4 pisos. 
6.3.1 Edifício HCT 
Considerações gerais: 
O trabalho de identificação modal do edifício HCT foi desenvolvido no âmbito dum projecto 
proposto pelo Prof. Carlos Ventura da University of British Columbia (UBC) no Canadá, ao Grupo de 
Engenharia Civil da Society for Experimental Mechanics (SEM), com o objectivo de comparar os 
resultados de diferentes técnicas de identificação modal estocástica, aplicadas, por diferentes grupos 
de investigação com interesse nessa área. Para tal, foram disponibilizados a todos os interessados em 
participar, os registos de acelerações obtidos em ensaios de medição de vibrações ambiente, realizados 
por uma equipa da UBC (Dyck e Ventura, 1998) num edifício de 15 pisos, o Heritage Court Tower
(HCT) localizado em Vancouver no Canadá. Foram também disponibilizados os desenhos de projecto 
do edifício, pois para além do trabalho de análise modal experimental, colocou-se também o desafio 
aos participantes de desenvolverem modelos de elementos finitos do edifício e de fazerem uma 
comparação entre as características dinâmicas experimentais e as calculadas com esse modelo. 
Os trabalhos desenvolvidos pelos diferentes grupos participantes foram apresentados na 
conferência internacional IMAC XVIII realizada em Fevereiro de 2000 em San Antonio nos EUA 
(Ventura e Horyna, 2000; Cunha et al., 2000; Brincker e Andersen, 2000; Kullaa, 2000; Piombo et al., 
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2000; De Roeck et al., 2000). Os resultados que se apresentam em seguida foram também objecto de 
uma apresentação oral (Rodrigues e Campos Costa, 2000) nessa mesma conferência, embora não 
estejam incluídos nos respectivos proceedings.
Breve descrição do edifício HCT e dos ensaios efectuados pela equipa da UBC: 
O Heritage Court Tower é um edifício de 15 pisos com estrutura de betão armado, constituída 
por pilares e um núcleo de paredes resistentes, sendo estas os elementos estruturais mais importantes 
em termos de resistência a acções laterais. Os pavimentos em cada piso são constituídos por lajes de 
betão armado pré-esforçado. Para além dos 15 pisos acima do nível térreo, o edifício HCT tem ainda 4 
níveis de caves utilizadas para estacionamento de automóveis. 
O edifício HCT tem uma forma aproximadamente rectangular em planta, com algumas 
variações em altura, que se verificam nos 3º, 12º e 14º pisos. Na figura 6.201 podem-se observar três 
fachadas do edifício HCT (Dyck e Ventura, 1998). 
 fachada Norte fachada Este fachada Sul 
Figura 6.201 – Algumas vistas do edifício HCT (Dyck e Ventura, 1998). 
Os ensaios de medição de vibrações ambiente efectuados no edifício HCT foram realizados 
por uma equipa da UBC liderada pelo Prof. Carlos Ventura. Nesses ensaios foram utilizados 8 
acelerómetros uniaxiais, modelo FBA-11 da Kinemetrics, tendo sido medidas acelerações de 2 em 2 
pisos num total de 8 pisos. Foram assim efectuados 5 ensaios, com 2 acelerómetros de referência que 
ficaram colocados no 14º piso e com 6 acelerómetros móveis que foram sendo sucessivamente 
colocados nos pisos 12º e 10º, 8º e 6º, 4º e 2º e, finalmente, também no R/C. Na figura 6.202 
apresenta-se a sequência dos ensaios efectuados no edifício HCT, indicado-se a colocação dos 
acelerómetros em cada um deles, utilizando para tal um modelo da geometria do edifício, que 
posteriormente foi também utilizado para representação das configurações modais identificadas. 
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Figura 6.202 – Ensaios efectuados no edifício HCT. 
Nos ensaios do edifício HCT, os registos de acelerações foram adquiridos com uma frequência 
de amostragem de 200 Hz, tendo-se, em cada ensaio, obtido registos com uma duração total de cerca 
de 5,5 minutos (327,68 segundos, correspondentes a 65536 valores amostrados a 200 Hz). Foram estes 
os dados considerados para a análise de identificação modal que se apresenta em seguida. 
Identificação modal: 
A análise de identificação modal do edifício HCT foi efectuada utilizando o método BFD já 
descrito no capítulo 4. Antes da aplicação desse método, os registos de acelerações foram objecto de 
um pré-processamento que consistiu nas seguintes operações: conversão de unidades dos registos, de 
Volt para unidades de aceleração (note-se que em termos de identificação modal, esta não é uma 
operação essencial, no entanto, optou-se por efectuá-la para se ter uma percepção física das amplitudes 
das acelerações que foram medidas e que tinham que ser analisadas); remoção de média; filtragem 
passa-baixo com um filtro de tipo Butterworth de 8 pólos com frequência de corte de 15 Hz. A análise 
espectral subsequente foi também efectuada só até essa frequência de corte, analisando-se assim uma 
banda de frequências onde, de acordo com o estudo desenvolvido na UBC (Dyck e Ventura, 1998), 
estariam incluídos os principais modos de vibração do edifício. 
As estimativas das funções de densidade espectral dos registos de acelerações foram avaliadas 
utilizando a técnica já descrita no capítulo 4, considerando amostras com 2048 valores cada uma, 
sobrepostas a 50 %, e utilizando uma janela de Hanning para redução dos efeitos de leakage. A 
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resolução em frequência dos auto-espectros e espectros cruzados assim estimados, é portando de 
f = 0,098 Hz, correspondente aos 2048 valores amostrados a 200 Hz. 
Nas figuras 6.203 e 6.204 apresentam-se os espectros normalizados médios (ANPSD) das 
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Figura 6.204 – Espectro normalizado médio dos registos na direcção Este-Oeste. 
Nos espectros representados nas figuras 6.203 e 6.204 estão indicados os valores das 
frequências que, após análise dos seus picos de ressonância, da coerência e das relações de amplitude e 
fase entre os registos obtidos em diferentes pontos do edifício, seguindo a metodologia do método 
BFD apresentada no capítulo 4, foram consideradas como correspondentes a modos naturais de 
vibração do edifício HCT. Utilizando o método BFD foram assim identificados um total de 10 modos 
naturais de vibração do edifício HCT. 
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Foram efectuados dois tipos de representação gráfica das componentes modais identificadas. 
O primeiro consiste em três gráficos planos que mostram as componentes modais identificadas, bem 
como os correspondentes intervalos de confiança a 95 % (avaliados de acordo com a técnica descrita 
no capítulo 4). O segundo foi obtido através das deformadas dum modelo espacial da geometria do 
edifício (com os pisos considerados como diafragmas rígidos) obtidas por imposição das componentes 
modais identificadas, nos nós desse modelo correspondentes aos pontos onde foram colocados os 
acelerómetros. Nas figuras 6.205 a 6.209 apresentam-se essas duas formas de representação gráfica 
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Figura 6.207 – Representação das componentes identificadas para o 3º modo – f = 3,9 Hz. 
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Figura 6.209 – Representação das componentes identificadas para o 5º modo – f = 5,4 Hz. 
No quadro 6.34, indicam-se as frequências e as principais características dos 10 modos de 
vibração identificados com o método BFD para o edifício HCT. 
Quadro 6.34 – Características dinâmicas identificadas para o edifício HCT. 
f (Hz) tipo de modo 
1,3 1º modo na direcção N-S acoplado com torção 
1,5 1º modo na direcção E-O acoplado com torção 
3,9 2º modo de torção 
4,3 2º modo na direcção N-S acoplado com alguma torção 
5,4 2º modo na direcção E-O acoplado com alguma torção 
6,4 3º de torção 
7,6 3º modo na direcção N-S acoplado com alguma torção 
8,7 4º modo de torção acoplado com translação em ambas as direcções N-S e E-O 
9,3 4º modo de torção 
11,1 4º modo na direcção N-S acoplado com alguma torção 
Comparação com modelos de elementos finitos: 
Para além do trabalho de identificação modal a partir dos registos de aceleração, obtidos nos 
ensaios efectuados pela equipa da UBC, desenvolveu-se também a segunda parte do projecto proposto 
pelo Prof. Carlos Ventura, que consistiu na comparação das características dinâmicas identificadas 
com as calculadas com modelos de elementos finitos. Estes modelos foram desenvolvidos tendo em 
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conta os desenhos de projecto do edifício e outros elementos que foi possível obter sobre a geometria e 
disposição dos elementos estruturais. 
Optou-se por modelar toda a estrutura do edifício, incluindo as caves com as suas paredes de 
suporte de terras, as lajes dos pisos e, evidentemente, os pilares e paredes resistentes. Os pisos foram 
simulados como diafragmas rígidos no seu plano. Todos os elementos estruturais foram considerados 
como tendo um módulo de elasticidade de 32 GPa, o que corresponde a um betão da classe C30/37. 
Nos nós das paredes de suporte de terras, foram colocados elementos de mola orientados 
perpendicularmente a essas paredes, para modelar o efeito do solo adjacente. Estes elementos de mola 
foram considerados como sendo praticamente rígidos (k=108 kN/m) o que é uma hipótese plausível 
para a situação de movimentos com amplitudes muito pequenas, tais como os que se verificaram nos 
ensaios de medição de vibrações ambiente, situação com a qual se pretendia comparar o modelo de 
elementos finitos. 
Para além da massa dos elementos estruturais, foi ainda considerada a massa correspondente a 
uma carga uniformemente distribuída de 2 kN/m2 aplicada nas lajes de todos os pisos, de modo a ter 
em conta a massa de revestimentos dos pavimentos e de paredes interiores. Foi também considerada a 
massa correspondente a uma carga de 5,8 kN/m, aplicada em todo o perímetro exterior dos pisos, para 
ter em conta a massa das paredes exteriores. 
Foi assim desenvolvido um primeiro modelo de elementos finitos, com um total de 6031 nós, 
655 elementos de barra, 6266 elementos de casca e 332 elementos de mola. Com este modelo, tal 
como descrito até agora, foi efectuado um primeiro cálculo das frequências e configurações dos modos 
de vibração. Verificou-se então que as frequências calculadas eram inferiores às identificadas com o 
método BFD, mostrando que o modelo era mais flexível do que o edifício real (admitindo como 
correctos, os valores considerados para a massa). Para ter um melhor ajuste das frequências calculadas 
aos valores experimentais, a rigidez dos elementos estruturais do modelo teria que ser aumentada em 
cerca de 225 %, o que seria um incremento um pouco excessivo. Foi-se assim levado a concluir que a 
maior rigidez verificada no edifício real, era devida à contribuição de elementos, tais como as paredes 
de enchimento, exteriores e interiores, que apesar de normalmente não serem consideradas como 
estruturais, contribuem significativamente para a rigidez lateral global do edifício. 
Desenvolveu-se então um segundo modelo de elementos finitos, adicionando ao primeiro um 
total de 946 elementos de casca, disposto ao longo de todo o perímetro exterior de cada piso, 
procurando, dessa forma, modelar o efeito das paredes de enchimento exteriores. Para esses 
elementos, considerou-se uma espessura de 150 mm e um módulo de elasticidade de 2 GPa. 
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No quadro 6.35 apresentam-se os valores das frequências calculadas com os dois modelos de 
elementos finitos, desenvolvidos para o edifício HCT. As configurações calculadas com esses 
modelos, para os 5 primeiros modos de vibração, são apresentadas nas figuras 6.210 e 6.211. 
Como se pode verificar, comparando os valores indicados no quadro 6.35 com os constantes 
no quadro 6.34, as frequências calculadas com o modelo com paredes de enchimento exteriores estão 
já mais próximas das identificadas com o método BFD (relativamente às calculadas com o primeiro 
modelo). Há talvez ainda algumas diferenças importantes no que se refere às frequências dos modos 
de torção, mostrando que nesse aspecto, o segundo modelo poderia ser objecto de algumas correcções. 
Quadro 6.35 – Frequências calculadas com os modelos de elementos finitos. 
modelo sem paredes de enchimento exteriores modelo com paredes de enchimento exteriores 
f (Hz) tipo de modo f (Hz) tipo de modo 
0,8 1º modo na direcção N-S 1,2 1º modo na direcção N-S 
1,0 1º modo de torção 1,6 1º modo na direcção E-O 
1,2 1º modo na direcção E-O 2,3 1º modo de torção 
3,3 2º modo de torção 4,6 2º modo na direcção N-S 
3,6 2º modo na direcção N-S 6,5 2º modo na direcção E-O com torção 
5,8 2º modo na direcção E-O com torção 6,9 2º modo de torção com translação E-O 
6,2 3º modo de torção com translação E-O 9,2 3º modo na direcção N-S 
8,0 3º modo na direcção N-S 10,7 3º modo de torção 
9,1 4º modo de torção 13,9 3º modo na direcção E-O com alguma torção 
12,4 5º modo de torção 14,4 4º modo na direcção N-S com alguma torção 
 f = 0,8 Hz f = 1,0 Hz f = 1,2 Hz f = 3,3 Hz f = 3,6 Hz 
Figura 6.210 – Configurações modais calculadas com o modelo sem paredes de enchimento exteriores. 
 f = 1,2 Hz f = 1,6 Hz f = 2,3 Hz f = 4,6 Hz f = 6,5 Hz 
Figura 6.211 – Configurações modais calculadas com o modelo com paredes de enchimento exteriores. 
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Considerações finais: 
Tendo em conta o âmbito do projecto em que este trabalho foi desenvolvido, importa analisar 
aqui também, os resultados obtidos, em termos da forma como se comparam com os dos trabalhos 
desenvolvidos pelos outros autores, já referidos, que também participaram nesse projecto. 
Em termos da identificação modal pode dizer-se que os resultados obtidos estão em geral em 
boa concordância com os determinados por outros autores. Há apenas uma diferença relativamente a 
alguns deles que, em virtude dos métodos de identificação modal estocástica que aplicaram ou da 
forma como os utilizaram, conseguiram distinguir entre um modo com uma frequência de 
aproximadamente 1,2 Hz (entre 1,22 Hz e 1,24 Hz) e o modo com uma frequência de cerca de 1,3 Hz 
(entre 1,27 Hz e 1,29 Hz). No caso da análise anteriormente apresentada, efectuada com o método 
BFD, não foi possível distinguir entre esses dois modos, em virtude da resolução em frequência 
( f = 0,098 Hz) com que foram estimadas as funções de densidade espectral, tendo-se apenas 
identificado o modo com a frequência de 1,3 Hz. Em alguns trabalhos desenvolvidos por outros 
autores também não foi possível distinguir entre esses dois modos, nomeadamente, Ventura e Horyna 
(2000) com o método BFD com uma resolução em frequência de f = 0,195 Hz, De Roeck et al.
(2000) com o método BFD, e Piombo et al. (2000) com os métodos SSI-COV(CVA) e ARMAV (este 
último caso não seria de esperar pois com esses dois métodos paramétricos não deveria haver 
dificuldade em distinguir modos com frequências próximas). Noutros trabalhos foi de facto feita a 
distinção entre esses dois modos, nomeadamente, Brincker e Andersen (2000) utilizando os métodos 
FDD e SSI-DATA(UPC), Cunha et al. (2000) que, apesar de utilizarem o método BFD conseguiram 
fazer a identificação dos dois modos com frequências próximas em virtude de terem adoptado uma 
resolução em frequência de f = 0,024 Hz, Kullaa (2000) utilizando o método SSI-COV(PC), e De 
Roeck et al. (2000), utilizando o método SSI-DATA(UPC). 
No que se refere à elaboração de modelos de elementos finitos e à sua comparação com os 
resultados da identificação modal, apenas Ventura e Horyna (2000) e o autor deste trabalho, com os 
resultados acima apresentados, desenvolveram essa componente do projecto que tinha sido proposto. 
A importância da consideração de elementos não estruturais, tais como as paredes de enchimento, no 
modelo do edifício, é talvez o aspecto a salientar como resultado dessa comparação entre resultados 
experimentais e analíticos. 
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6.3.2 Modelo de um edifício com 4 pisos 
Considerações gerais: 
Para exemplificar a aplicação da identificação modal estocástica em estruturas de edifícios, 
apresenta-se em seguida, a análise, através de diversos métodos, dos registos obtidos num ensaio de 
medição de vibrações ambiente, efectuado num modelo à escala ¼ de um edifício de 4 pisos, que foi 
utilizado num estudo experimental desenvolvido na mesa sísmica triaxial do LNEC (Coelho et al., 
2000). As características gerais desse modelo foram já apresentadas no capítulo 2 deste trabalho, onde 
foram consideradas para concretizar alguns aspectos relacionados com os fundamentos analíticos dos 
métodos de identificação modal estocástica. Os registos obtidos na direcção longitudinal do modelo 
(direcção x) também já foram considerados no capítulo 4 para ilustrar (com um exemplo simples) os 
diversos métodos de identificação modal estocástica que aí foram descritos pormenorizadamente. 
Conforme indicado nesse capítulo, apresenta-se em seguida a análise completa dos registos obtidos no 
ensaio de medição de vibrações ambiente efectuado no referido modelo. 
O ensaio realizado no modelo de um edifício de 4 pisos foi efectuado com 3 acelerómetros 
colocados em cada piso, de maneira a medir os seus movimentos longitudinal e transversal (x e y) e 
também de torção em torno do eixo vertical. Utilizaram-se portanto um total de 12 acelerómetros, de 
marca Kinemetrics e modelo ES-U, tendo-se configurado todo o equipamento de modo a conseguir 
discretizar uma amplitude mínima de aceleração de 0,076 g.
O ensaio foi realizado com o modelo colocado no interior da sala de ensaios do edifício Ferry 
Borges no LNEC (ver figura 6.212). As acelerações registadas foram assim de amplitude bastante 
pequena conforme já se referiu no capítulo 4. 
Figura 6.212 – Algumas vistas do modelo ensaiado com os acelerómetros colocados. 
Aplicações em Estruturas de Engenharia Civil 
434 
Na figura 6.213 podem observar-se alguns pormenores dos acelerómetros ES-U colocados no 
modelo, bem como do equipamento de aquisição de dados, durante a realização do ensaio. 
Figura 6.213 – Pormenores dos acelerómetros colocados no modelo e do equipamento de aquisição de dados. 
No ensaio do modelo, os registos foram obtidos com uma frequência de amostragem de 
1000 Hz e foram pré-processados digitalmente com remoção de média, filtragem passa-baixo com 
frequência de corte a 25 Hz com um filtro de tipo Butterworth de ordem 8 e decimação para uma 
frequência de 62,5 Hz. A duração total dos registos obtidos no ensaio foi de cerca de 30 minutos 
(114688 valores a 62,5 Hz). 
Identificação modal: 
A análise de identificação modal dos registos obtidos no ensaio do modelo de um edifício de 4 
pisos, foi efectuada utilizando os métodos FDD, EFDD e as três variantes do método SSI-DATA 
(UPC, PC e CVA), implementados no programa ARTeMIS (SVS, 2002). 
Para a aplicação dos métodos FDD e EFDD, as estimativas das funções de densidade espectral 
da resposta em aceleração do modelo do edifício foram avaliadas considerando amostras com 2048 
valores, com uma sobreposição de 66,7 % e utilizando uma janela de Hanning para reduzir os efeitos 
de leakage. Para a frequência de amostragem de 62,5 Hz, obtiveram-se assim estimativas das funções 
de densidade espectral com uma resolução em frequência de f = 0,031 Hz. 
Na figura 6.214 apresentam-se os espectros dos três primeiros valores singulares da matriz de 
funções de densidade espectral. Nessa figura, estão também indicados os valores das frequências que 
foram identificadas através do método FDD, como correspondentes a modos naturais de vibração do 
modelo do edifício. 
Os espectros da figura 6.214 ilustram bem os aspectos específicos do método FDD na 
identificação de modos com frequências próximas, nomeadamente, a importância de analisar os 
espectros dos diversos valores singulares para mais facilmente efectuar essa identificação. 

































































Figura 6.214 – Espectros dos três primeiros valores singulares. 
Para a aplicação do método SSI-DATA, a matriz de Hankel dos registos de resposta foi 
formada de modo a possibilitar a identificação de modelos com uma ordem máxima de 60. Foram 
utilizadas as três variantes desse método, UPC, PC e CVA, tendo-se seleccionado em todas elas, 
modelos de ordem 38 para efectuar a identificação modal do modelo do edifício. 
Na figura 6.215, apresenta-se o diagrama de estabilização correspondente à aplicação do 
método SSI-DATA(UPC), estando nele assinalado o modelo de ordem 38. Não se apresentam os 
diagramas de estabilização relativos às outras variantes do método SSI-DATA, porque não têm 
diferenças significativas relativamente ao da figura 6.215. 
Figura 6.215 – Diagrama de estabilização correspondente à aplicação do método SSI-DATA(UPC). 
No quadro 6.36, indicam-se as características dinâmicas identificadas para o modelo do 
edifício de 4 pisos, com os 5 métodos utilizados, incluindo, o tipo de modo, a sua frequência e o 
respectivo coeficiente de amortecimento. Em termos dos valores das frequências dos modos naturais 
de vibração, os resultados obtidos com os diferentes métodos são bastante concordantes entre si, 
havendo apenas diferenças pouco significativas. No que se refere aos coeficientes de amortecimento, 
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já surgem algumas diferenças mais expressivas entre os valores identificados com os diferentes 
métodos utilizados. 
Quadro 6.36 – Características dinâmicas identificadas para o modelo de um edifício com 4 pisos. 
FDD EFDD SSI-DATA(UPC) SSI-DATA(PC) SSI-DATA(CVA) 
tipo de modo 
f (Hz) f (Hz)  (%) f (Hz)  (%) f (Hz)  (%) f (Hz)  (%) 
1º na direcção y 2,75 2,75 0,9 2,77 0,4 2,77 0,4 2,77 0,4 
1º na direcção x 2,96 2,96 1,0 2,98 0,4 2,98 0,4 2,98 0,4 
1º de torção 4,36 4,36 0,8 4,36 0,3 4,36 0,3 4,36 0,3 
2º na direcção y 7,69 7,70 0,5 7,70 1,2 7,70 1,2 7,73 1,4 
2º na direcção x 8,03 8,02 0,5 8,05 0,8 8,05 0,8 8,06 0,9 
2º de torção 11,44 11,44 0,4 11,41 0,6 11,41 0,6 11,40 0,5 
3º na direcção y acoplado 
com o 3º na direcção x 11,69 11,68 0,3 11,64 0,7 11,64 0,7 11,62 0,5 
3º de torção 12,36 12,36 0,5 12,38 0,9 12,37 0,9 12,36 0,9 
4º na direcção y 16,97 16,95 0,5 16,97 0,4 16,97 0,4 16,99 0,5 
4º na direcção x 18,16 18,17 0,3 18,17 0,4 18,17 0,4 18,19 0,4 
4º de torção 18,98 19,06 0,8 18,95 0,3 18,94 0,4 18,95 0,4 
Nas figuras 6.216 e 6.217 apresentam-se as configurações identificadas para os 6 primeiros 
modos do modelo do edifício, com os métodos, respectivamente, FDD e SSI-DATA(UPC). 
 f = 2,75 Hz f = 2,96 Hz f = 4,36 Hz 
 f = 7,69 Hz f = 8,03 Hz f = 11,44 Hz 
Figura 6.216 – Configurações dos 6 primeiros modos identificados com o método FDD. 
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 f = 2,77 Hz f = 2,98 Hz f = 4,36 Hz 
 f = 7,70 Hz f = 8,05 Hz f = 11,41 Hz 
Figura 6.217 – Configurações dos 6 primeiros modos identificados com o método SSI-DATA(UPC). 
Como se pode verificar, através das configurações apresentadas nas figuras 6.216 e 6.217, os 
resultados obtidos com os diversos métodos de identificação aplicados, são também bastante 
concordantes entre si, em termos das componentes modais identificadas. 
Considerações finais: 
De todas as aplicações apresentadas neste capítulo esta é a única que não se refere a uma 
estrutura real, mas sim a um modelo à escala ¼. Trata-se portanto duma situação em que não haveria 
muita dificuldade em aplicar ensaios de vibração forçada e efectuar a identificação modal utilizando 
métodos de identificação modal clássica. É no entanto interessante notar que, utilizando ensaios de 
medição da resposta do modelo às acções ambiente, e analisando essa resposta com métodos de 
identificação modal estocástica, foi possível obter resultados bastante bons em termos de avaliação das 
características dinâmicas do modelo. Isto demonstra que a gama de aplicações da identificação modal 
estocástica é bastante grande, não sendo só adequada no caso das estruturas de grandes dimensões, 
onde as suas vantagens são evidentes em virtude do menor custo associado à realização do trabalho 
experimental, mas também em sistemas estruturais de menores dimensões. 
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6.4 Estruturas de barragens – Barragem do Cabril 
Considerações gerais: 
Após se terem apresentado aplicações dos métodos de identificação modal estocástica em 
estruturas de pontes e de edifícios, apresenta-se em seguida uma aplicação num terceiro tipo de 
estruturas de engenharia civil, que é o caso das estruturas de barragens. O exemplo que se apresenta 
refere-se à barragem do Cabril, uma barragem abóbada com dupla curvatura, localizada no rio Zêzere 
e que é a barragem mais alta existente em Portugal (com uma altura de 136 m). Nas figuras 6.218 e 
6.219 podem observar-se algumas vistas da barragem do Cabril. 
Em Fevereiro de 2002 houve a oportunidade de efectuar um ensaio de medição de vibrações 
ambiente na barragem do Cabril, para verificar a aplicabilidade da identificação modal com excitação 
natural neste tipo de estruturas e tendo em vista a preparação duma candidatura a um projecto de 
investigação, onde se propôs o desenvolvimento de um sistema de monitorização das características 
dinâmicas de barragens com base na análise da sua resposta às acções ambiente. A apresentação 
seguinte refere-se precisamente a esse ensaio e aos resultados que dele foram obtidos. 
Figura 6.218 – Vista geral da barragem do Cabril (http://www-ext.lnec.pt/lGb). 
Figura 6.219 – Vistas do lado de montante da barragem do Cabril na data de realização do ensaio. 
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Os primeiros ensaios de caracterização dinâmica de estruturas de barragens efectuados no 
LNEC foram realizados na década de 60 (LNEC – Pereira, 1962), envolvendo a imposição de forças 
de excitação sinusoidais, aplicadas por intermédio de um vibrador de massas excêntricas. No final da 
década de 80 foram já efectuadas medições de vibrações ambiente em estruturas de barragens 
(LNEC – Pinto et al., 1989; Portugal, 1990) embora apenas como uma fase preliminar dos ensaios de 
vibração forçada, tendo-se então sentido algumas dificuldades em efectuar a identificação modal 
exclusivamente com base nos ensaios de medição de vibrações ambiente. Ao efectuar-se, na barragem 
do Cabril, o ensaio que se apresenta em seguida, houve portanto um objectivo de verificar se com os 
equipamentos que agora se dispõe e com os actuais métodos de identificação modal estocástica, seria 
possível obter também bons resultados em estruturas de barragens. 
Em estruturas de barragens a possibilidade de efectuar a identificação modal apenas com base 
na análise da sua resposta às acções ambiente abre a possibilidade de efectuar um acompanhamento 
mais contínuo da evolução das características dinâmicas dessas estruturas ao longo do tempo (o que 
com ensaios de vibração forçada seria muito dispendioso). Haverá assim uma maior possibilidade de a 
partir das características dinâmicas identificadas, desenvolver uma série de aplicações, nomeadamente 
(Oliveira et al., 2003): verificar a adequabilidade das hipóteses adoptadas ao nível dos modelos 
numéricos para simulação do comportamento dinâmico de estruturas de barragens; calibrar os 
parâmetros desses modelos (módulo de elasticidade, parâmetros relativos às condições de fronteira, ao 
comportamento das juntas de contracção, à interacção com a albufeira, etc.); e detectar eventuais 
alterações das características dinâmicas que possam indiciar a existência de fenómenos de degradação 
estrutural, em complemento a outros métodos de inspecção mais tradicionais. 
Ensaio efectuado e equipamento utilizado: 
Considerando que o objectivo do estudo efectuado na barragem do Cabril era apenas o de 
verificar a adequabilidade da aplicação dos ensaios de medição da resposta das estruturas às acções 
ambiente para a identificação das características dinâmicas de estruturas de barragens, só se efectuou 
um ensaio, tendo-se medido acelerações em apenas 12 pontos da estrutura. Obviamente, se houvesse o 
objectivo de identificar as configurações modais com um maior grau de refinamento espacial, teria 
sido necessário medir a resposta da estrutura num maior número de pontos e efectuar vários ensaios, 
seguindo uma metodologia semelhante à adoptada em outras aplicações anteriormente apresentadas. 
O ensaio realizado na barragem do Cabril foi efectuado com o equipamento que se indica em 
seguida, cujas características foram já descritas no capítulo 3: 
- 12 acelerómetros uniaxiais de tipo force balance, modelo ES-U da Kinemetrics;
- 4 unidades para alimentação e condicionamento de acelerómetros de tipo force balance;
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- 1 computador portátil; 
- placa de aquisição de dados DAQ Card AI-16XE-50 da National Instruments com conversão 
analógica/digital a 16 bits, instalada no computador portátil; 
- chassis SCXI-1000DC de 32 canais, também da National Instruments, ligado a uma bateria; 
- cabos para alimentação dos acelerómetros e transmissão do respectivo sinal às unidades de 
condicionamento e alimentação e destas ao sistema de aquisição. 
Os 12 acelerómetros ES-U foram colocados em 9 pontos localizados na 1ª galeria e em 3 
pontos localizados na 2ª galeria (ver figura 6.220), tendo ficado orientados na horizontal segundo a 
direcção perpendicular à superfície da barragem. 
Figura 6.220 – Alçado e corte pela coluna central da barragem do Cabril. 






Figura 6.221 – Planta da barragem do Cabril. 
O ensaio foi efectuado com a albufeira com a água à cota 267 m, tal como está indicado na 
figura 6.220. Foram obtidos registos de acelerações na estrutura em duas situações distintas: com os 
grupos geradores de energia eléctrica ligados (primeiro à potência máxima e em seguida à potência de 
38 MWatt); e com esses grupos geradores completamente desligados. Em cada uma dessas situações, 
registaram-se acelerações na barragem durante períodos de tempo de, respectivamente, 45 minutos e 
cerca de 35 minutos. 
No ensaio efectuado, os acelerómetros ES-U foram configurados para uma sensibilidade de 
2,5 Volt/g. Quanto ao ganho nos condicionadores de sinal, adoptaram-se valores diferentes para as 
Aplicações em Estruturas de Engenharia Civil 
441 
duas situações distintas referidas no parágrafo anterior, 200 com os grupos geradores a funcionar e 
1000 sem esses grupos geradores a funcionar. Considerado as características da placa de aquisição de 
dados (resolução de 16 bits e entrada de 10 Volt) as configurações adoptadas para o equipamento, 
correspondem a capacidades de discretização de valores mínimos de aceleração de, respectivamente, 
0,610 g e 0,122 g. Em ambos os casos os registos de aceleração foram adquiridos com uma 
frequência de amostragem de 200 Hz. 
Na primeira situação (grupos em funcionamento), mediram-se acelerações máximas da ordem 
de 2 mg e com os grupos desligados (apenas excitação ambiente, essencialmente devida à acção do 
vento) mediram-se acelerações máximas da ordem de 0,05 mg. 
Antes da análise de identificação modal, os registos de acelerações foram pré-processados 
através das seguintes operações: remoção de média; filtragem passa-baixo com um filtro de tipo 
Butterworth de ordem 8 e frequência de corte a 5 Hz; decimação de 200 Hz para 12,5 Hz. 
Identificação modal: 
A análise de identificação modal a partir dos registos de acelerações obtidos no ensaio 
realizado na barragem do Cabril foi efectuada utilizando o método FDD implementado no programa 
ARTeMIS (SVS, 2002). Para tal, as estimativas das funções de densidade espectral da resposta em 
aceleração da barragem foram avaliadas considerando amostras com 1024 valores, sobrepostas a 
66,7 % e utilizando uma janela de Hanning para reduzir os efeitos de leakage. Para a frequência de 
amostragem de 12,5 Hz, obtiveram-se assim estimativas das funções de densidade espectral com uma 
resolução em frequência de f = 0,012 Hz. 
Nas figuras 6.222 e 6.223 apresentam-se os espectros dos dois primeiros valores singulares da 
matriz de funções de densidade espectral, para as duas situações anteriormente referidas (com os 
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Figura 6.222 – Espectros dos dois primeiros valores singulares (com os grupos em funcionamento). 
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Figura 6.223 – Espectros dos dois primeiros valores singulares (com os grupos desligados). 
Nas figuras 6.222 e 6.223 estão também indicados os valores das frequências identificadas 
com o método FDD, como correspondentes a modos naturais de vibração da barragem. Esses valores 
das frequências para as duas situações de excitação distinta (com os grupos em funcionamento e com 
os grupos desligados) são concordantes entre si, havendo apenas algumas diferenças ligeiras, a maior 
das quais refere-se ao 4º modo que foi identificado. Em termos de configurações modais, os resultados 
obtidos nas duas situações, são também concordantes entre si, conforme se pode verificar nas figuras 
6.224 e 6.225. 
 f = 2,65 Hz f = 2,83 Hz f = 3,88 Hz f = 4,25 Hz 
Figura 6.224 – Configurações identificadas para a situação com os grupos geradores em funcionamento. 
 f = 2,62 Hz f = 2,80 Hz f = 3,87 Hz f = 4,10 Hz 
Figura 6.225 – Configurações identificadas para a situação com os grupos geradores desligados. 
Comparação com um modelo de elementos finitos: 
As características dinâmicas identificadas com o método FDD foram também comparadas 
com as calculadas com um modelo de elementos finitos desenvolvido no Departamento de Barragens 
de Betão do LNEC (Oliveira et al., 2003). Trata-se de um modelo de elementos finitos tridimensionais 
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(cubos isoparamétricos de 20 nós) do conjunto barragem-fundação-albufeira (ver figura 6.226) no qual 
o efeito hidrodinâmico da água é considerado através de massas de água associadas de Westergaard.
Hipótese de material homogéneo, isotrópico e 
com comportamento elástico-linear 
E = 33 GPa 
 = 0,2 
174 elementos 
1296 nós 
Figura 6.226 – Modelo de elementos finitos do conjunto barragem-fundação-albufeira (Oliveira et al., 2003). 
As frequências e configurações modais calculadas com o modelo de elementos finitos para os 
quatro primeiros modos de vibração, são apresentadas na figura 6.227. 
 f = 2,60 Hz f = 2,79 Hz f = 3,96 Hz f = 4,27 Hz 
Figura 6.227 – Frequências e configurações modais calculadas com o modelo de elementos finitos. 
Relativamente aos três primeiros modos de vibração, verifica-se que há uma boa concordância 
entre as configurações calculadas e as resultantes da identificação modal efectuada com o método 
FDD. Quanto ao 4º modo, verifica-se que a configuração calculada é bastante diferente da 
configuração identificada. Assim, havendo o conhecimento da existência na barragem do Cabril, de 
fissuração horizontal numa faixa situada entre os 7 m e os 20 m do coroamento, colocou-se a hipótese 
dela ser o motivo da diferença constatada na configuração do 4º modo de vibração. Para o tentar 
verificar, procurou-se simular simplificadamente essa fissuração no modelo de elementos finitos, 
considerando que o módulo de elasticidade vertical dos elementos finitos na zona da referida faixa, 
tem um valor reduzido de E = 3,3 GPa. Com esta alteração no modelo de elementos finitos, os três 
primeiros modos de vibração mantêm-se praticamente inalterados e o 4º modo, com uma frequência de 
4,60 Hz, tem uma configuração que já se aproxima mais da configuração identificada a partir dos 
ensaios com excitação natural (ver a figura 6.228). Este facto permite admitir a hipótese de que a 
fissuração existente na barragem do Cabril (cuja existência é conhecida em face dos resultados de 
trabalhos de inspecção através de outros métodos e até de obras de reparação que já foram efectuadas 
na barragem) traduz-se em alterações das configurações dos modos de vibração. Esta hipótese poderá 
ser comprovada no futuro, nomeadamente efectuando ensaios em que se utilize uma malha mais 
refinada de pontos de medição da resposta da estrutura. 
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 configuração identificada configuração calculada configuração calculada com o 
 com o método FDD com o modelo inicial modelo com simulação da fissuração 
 f = 4,25 Hz f = 4,27 Hz f = 4,60 Hz 
Figura 6.228 – Configurações do 4º modo de vibração. 
Considerações finais: 
Considera-se que os resultados obtidos a partir do ensaio com excitação natural efectuado na 
barragem do Cabril permitem encarar com optimismo a aplicação desse tipo de ensaios em estruturas 
de barragens. Note-se que, por exemplo no laboratório federal suíço EMPA, têm-se também efectuado 
nesse tipo de estruturas, estudos de identificação modal a partir de ensaios de medição de vibrações 
ambiente, como por exemplo na barragem de Mauvoisin na Suíça (Felber e Cantieni, 1995). 
O ensaio efectuado na barragem do Cabril teve apenas o objectivo de verificar a 
aplicabilidade, nas estruturas de barragens, das técnicas de identificação modal analisadas neste 
trabalho. É uma aplicação que, desde que esse ensaio foi efectuado (em Fevereiro de 2002), tem vindo 
a ser explorada no Departamento de Barragens de Betão do LNEC, havendo actualmente em 
desenvolvimento um trabalho de mestrado (Mendes, 2004) que lhe é dedicado. Um dos aspectos 
interessantes que tem vindo a ser analisado é o da influência do nível da água na albufeira, nas 
frequências dos modos de vibração da barragem, o qual é ilustrado na figura 6.229. Nessa figura 
apresentam-se as linhas de influência, calculadas com o modelo de elementos finitos, que traduzem a 
variação das frequências dos 3 primeiros modos de vibração em função do nível da água na albufeira; 
apresentam-se igualmente os resultados observados em dois ensaios de vibração forçada e ainda os 








180 190 200 210 220 230 240 250 260 270 280 290 300







z) modelo - 3º modo
modelo - 2º modo







Figura 6.229 – Efeito do nível da água nas frequências dos modos de vibração da barragem do Cabril. 
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Na figura 6.229 é notório o decréscimo das frequências para cotas da água superiores a 265 m, 
em virtude do aumento de massa no sistema barragem-albufeira. É ainda de salientar que os resultados 
do ensaio de vibração forçada de 1996 são razoavelmente coerentes com os do ensaio de vibração 
ambiente anteriormente apresentado (cotas da água relativamente próximas). Os resultados obtidos em 
1981 com a albufeira vazia indicam valores inferiores aos do modelo de elementos finitos, o que 
poderá ser explicado pelo facto de nesse modelo não se simular o efeito de decréscimo de rigidez 
global que deverá estar associado à abertura das juntas de contracção que na realidade se verifica para 
a situação de albufeira vazia. 
6.5 Avaliação das forças instaladas em tirantes de pontes atirantadas 
A última aplicação que se apresenta neste trabalho é, sob o ponto de vista de identificação 
modal, uma aplicação relativamente simples, mas que tem revelado ser de grande utilidade prática 
pelo que decidiu-se fazer-lhe uma breve referência. Trata-se da avaliação das forças instaladas em 
tirantes de pontes atirantadas, a qual pode ser feita duma forma indirecta a partir das frequências dos 
modos naturais de vibração dos tirantes. Essas frequências podem ser avaliadas por análise da resposta 
dos tirantes medida experimentalmente, sendo, em geral, suficiente analisar a resposta induzida pelas 
acções ambiente (vento e tráfego de veículos) para que seja possível identificar claramente as 
frequências de vários modos de vibração dos tirantes. Por vezes, pode-se também optar por efectuar 
ensaios em que se coloca os tirantes a vibrar em regime livre, por exemplo, aplicando manualmente 
uma força impulsiva através duma corda que é amarrada aos tirantes. 
Sob o ponto de vista das técnicas experimentais de avaliação das forças instaladas em tirantes, 
a que envolve a identificação das frequências naturais de vibração é talvez a mais económica (Fib, 
2003; Peeters et al., 2003), especialmente no caso de estruturas em situação de serviço. Neste último 
caso as técnicas que envolvam a utilização dos macacos hidráulicos de tensionamento dos tirantes (lift
off tests) exigem uma maior logística, são mais morosas e podem mesmo danificar a zona das 
ancoragens, influenciando desfavoravelmente a sua durabilidade (Fib, 2003). 
Para a avaliação das frequências dos modos de vibração dos tirantes, é usual medir a resposta 
em aceleração dos tirantes utilizando acelerómetros, sendo essa uma maneira relativamente prática de 
o fazer. Uma outra possibilidade é a utilização de transdutores laser de velocidade, ou vibrómetros 
laser (Cunha e Caetano, 1999), que tem a vantagem de não exigir um contacto directo do transdutor 
com o tirante, tornando mais fácil a operação inicial de montagem do equipamento. 
Durante o período de elaboração deste trabalho houve a oportunidade de efectuar diversos 
estudos de avaliação das forças instaladas em tirantes, a partir da identificação das suas frequências 
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naturais de vibração. Trata-se de estudos de apoio à actividade do LNEC na observação de estruturas 
durante a sua construção ou já em situação de serviço. Na figura 6.230 apresenta-se uma panorâmica 
geral desses estudos efectuados no viaduto do comboio no Funchal, na ponte Salgueiro Maia em 
Santarém e na ponte Europa em Coimbra. 
durante a construção do viaduto do comboio no Funchal 
      
no final da construção da ponte Salgueiro Maia em Santarém 
      
durante a construção da ponte Europa em Coimbra 
na ponte Salgueiro Maia em Santarém, 2 anos após a abertura ao tráfego 
Figura 6.230 – Avaliação das forças instaladas em tirantes de pontes atirantadas. 
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No que diz respeito à aplicação prática da técnica de avaliação das forças instaladas em 
tirantes, por identificação das frequências dos seus modos naturais de vibração, referem-se também os 
trabalhos desenvolvidos por uma equipa da FEUP nos ensaios de recepção da ponte Vasco da Gama 
em Lisboa (Cunha e Caetano, 1999) e também durante a construção da ponte do Infante no Porto. 
Note-se que a nível internacional esta técnica tem também sido objecto de vários desenvolvimentos, 
nomeadamente no âmbito do projecto de investigação Europeu IMAC (Integrated Monitoring and 
Assessment of Cables) liderado pela empresa Austríaca VCE (http://www.vce.at/imac.htm). 
Nos estudos realizados nas três obras acima referidas, a avaliação das frequências dos modos 
naturais de vibração dos tirantes foi efectuada através da selecção dos picos de ressonância dos auto-
espectros dos registos de acelerações num ponto dos tirantes. Esses auto-espectros foram estimados 
utilizando a técnica já descrita no capítulo 4 e que pode ser atribuída a Welch (1967), a qual envolve a 
utilização do algoritmo da FFT e o cálculo do espectro médio dos espectros avaliados com diversas 
amostras dum registo. Antes da utilização do algoritmo da FFT, foi aplicada uma janela de Hanning às 
amostras dos registos, de maneira a reduzir os efeitos de leakage.
No caso de se assumir um modelo de corda vibrante para os tirantes, ou seja, de os considerar 
como elementos traccionados com rigidez axial mas com rigidez de flexão desprezável, as frequências 
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em que: n é o número de ordem do modo de vibração do tirante; 
L (m) é o comprimento livre do tirante; 
T (N) é a força de tracção no tirante; 
m (kg/m) é a massa por unidade de comprimento do tirante. 
Uma vez avaliadas as frequências fn dos modos de vibração dos tirantes, a partir de ensaios 
dinâmicos in situ (conforme se referiu, os ensaios de medição da resposta dos tirantes às acções 
ambiente são em geral adequados para fazer essa avaliação), a força T (N) neles instalada, pode ser 
determinada, tendo em conta a expressão (6.5), através de: 
2 2
2
4 nm L fT
n
 (6.6) 
Conforme se pode verificar na expressão (6.5), no modelo de corda vibrante, as frequências 
dos diversos modos de vibração são múltiplos da frequência do 1º modo. De facto, usualmente, os 
auto-espectros da resposta dos tirantes, medida experimentalmente, têm um aspecto característico (ver 
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a figura 6.231) com vários picos de ressonância bem evidentes, em frequências que são um múltiplo 
da frequência do primeiro desses picos. Este é um facto importante, que verificando-se nos resultados 
experimentais, traduz a aplicabilidade do modelo de corda vibrante ao tirante em causa (Robert et
al.,1991). Assim, uma maneira de efectuar uma verificação da aplicabilidade desse modelo, é através 
dum gráfico, em que se traçam as frequências identificadas em função do n.º de ordem do 
correspondente modo de vibração; os pontos assim obtidos deverão estar localizados ao longo de uma 
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Figura 6.232 – Relação entre a frequência e a ordem do correspondente modo. 
O facto de que as frequências dos diversos modos de vibração dos tirantes são um múltiplo da 
frequência do 1º modo é também importante para a análise dos auto-espectros dos registos obtidos 
experimentalmente, nomeadamente, para seleccionar correctamente os picos de ressonância que de 
facto correspondem a esses modos de vibração dos tirantes, e não, por exemplo, a modos globais de 
vibração duma ponte. 
Para o desenvolvimento das aplicações acima referidas, elaborou-se um programa em 
LabView, o qual efectua diversas operações, nomeadamente: aquisição de sinais (de acordo com os 
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parâmetros definidos pelo utilizador); pré-processamento desses sinais, com remoção de média, 
filtragem passa-baixo e decimação; cálculo dum auto-espectro médio com a sua actualização à medida 
que as diversas amostras vão sendo adquiridas; possibilidade de selecção dos picos de ressonância dos 
auto-espectros e cálculo imediato das forças nos tirantes considerando as suas características; e envio 
dos resultados para uma folha de Excel para impressão de um boletim de ensaio. Nas figuras 6.233 e 
6.234 apresenta-se o painel frontal (interface com o utilizador) e o código em LabView do programa 
desenvolvido para avaliação das forças instaladas em tirantes. 
Figura 6.233 – Painel frontal do programa em LabView para avaliação das forças instaladas em tirantes. 
Figura 6.234 – Código em LabView do programa para avaliação das forças instaladas em tirantes. 
O método de identificação das frequências que foi utilizado nas aplicações desenvolvidas foi 
sempre o baseado na análise dos auto-espectros avaliados com utilização do algoritmo da FFT, ou 
seja, um método não paramétrico. No entanto, encara-se também com bastante interesse a 
possibilidade de, no futuro, para este tipo de aplicações, utilizar também métodos paramétricos, como 
por exemplo o método SSI-COV aplicado às funções RD. 
Em termos de identificação modal, a avaliação das forças instaladas em tirantes pode ser 
considerada como relativamente simples, uma vez que apenas envolve a identificação das frequências 
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de alguns modos de vibração, ou mesmo apenas a do 1º modo já é suficiente. Pode no entanto haver 
situações em que haja interesse em quantificar a intensidade das vibrações nos tirantes ou em avaliar 
os coeficientes de amortecimento, o que pode ser importante no caso de se pretender fazer uma 
avaliação da possibilidade de ocorrência de problemas relacionados com o comportamento dinâmico 
dos tirantes, resultantes do fenómeno de galloping ou associados a vibrações induzidas pela acção 
conjunta do vento e da chuva (Fib, 2003). 
Nas aplicações referidas, a avaliação das forças instaladas em tirantes a partir das suas 
frequências naturais de vibração, foi sempre efectuada considerando o modelo de corda vibrante. No 
entanto, nalguns casos, nomeadamente em tirantes de menor comprimento, esse modelo pode não ser 
completamente válido. No âmbito do projecto IMAC já referido, têm sido estudadas formulações 
alternativas à do modelo de corda vibrante, as quais permitem ter em conta a rigidez de flexão dos 
tirantes (Van Gysel e De Roeck, 2002; Peeters et al., 2003). Encara-se também com interesse a 
possibilidade de, no futuro, efectuar a avaliação das forças em tirantes com base nessas formulações. 
6.6 Considerações finais 
Neste capítulo apresentaram-se diversos exemplos de aplicação dos métodos de identificação 
modal estocástica na avaliação das características dinâmicas de estruturas de engenharia civil. Nessas 
aplicações abrangeram-se as estruturas de pontes, de edifícios e de barragens. 
A maioria dos casos apresentados integraram-se em estudos solicitados ao LNEC, efectuados 
no âmbito de ensaios de recepção de estruturas recentes, antes da sua entrada em serviço, ou incluídos 
em trabalhos de inspecção de estruturas já com alguns anos de serviço, com vista a analisar soluções 
para a sua eventual reparação e/ou reforço. 
Foram também apresentados dois exemplos relacionados com a avaliação da capacidade de 
pontes ferroviárias para o tráfego de comboios de alta velocidade, para a qual também é importante o 
conhecimento das características dinâmicas dessas estruturas. 
Referiu-se ainda uma aplicação que embora simples em termos de identificação modal, tem 
revelado ser de grande utilidade, a avaliação das forças instaladas em tirantes de pontes atirantadas, 
com base nos valores identificados para as suas frequências naturais de vibração. 
Através dos exemplos apresentados, ilustrou-se a utilidade e as potencialidades dos métodos 
de identificação modal estocástica, no domínio da caracterização dinâmica de estruturas de engenharia 
civil. O interesse desses métodos foi já demonstrado nas aplicações desenvolvidas, considerando-se 




Conclusões e Desenvolvimentos Futuros 
7.1 Conclusões 
O interesse da avaliação experimental das características dinâmicas de estruturas de 
engenharia civil prende-se não só com a validação de modelos utilizados na análise do seu 
comportamento dinâmico, mas estende-se também à caracterização global do estado das estruturas, 
uma vez que as propriedades dinâmicas estão directamente relacionadas com esse estado, constituindo 
uma boa forma de o caracterizar. No domínio da observação e monitorização estrutural, há assim um 
grande interesse na avaliação experimental das características dinâmicas e, em especial, em métodos 
que permitam efectuá-la ao longo do tempo de vida das estruturas, sem necessidade de introduzir 
restrições à sua utilização corrente. É fundamentalmente dentro do objectivo de compreender, 
desenvolver e utilizar métodos que são aplicáveis nesse domínio, que se desenvolveu este trabalho 
dedicado à identificação modal estocástica. 
A identificação modal estocástica tem por finalidade a avaliação das características dinâmicas 
dos sistemas estruturais, com base na análise da sua resposta, medida experimentalmente, às acções a 
que normalmente eles estão sujeitos. A grande vantagem relativamente às técnicas de identificação 
modal clássica, em que são aplicadas forças de excitação controladas, utilizando para tal, 
equipamentos apropriados, é a de que pode ser efectuada sem necessidade desses equipamentos e sem 
exigir a interrupção das condições normais de funcionamento dos sistemas. Em especial no caso das 
estruturas de engenharia civil, esses aspectos são bastante importantes, pois permitem que a avaliação 
das características dinâmicas das estruturas seja efectuada com custos bastante mais reduzidos. 
A utilização da identificação modal estocástica para a caracterização dinâmica de estruturas de 
engenharia civil envolve diversos aspectos, desde a utilização de transdutores adequados para a 
medição da resposta das estruturas, equipamentos de aquisição e armazenamento de dados, técnicas de 
ensaio, métodos de identificação para extracção dos parâmetros modais a partir das respostas medidas 
experimentalmente, e também a utilização dessas características modais para diversas finalidades, 
nomeadamente para a validação de modelos analíticos. 
Os diversos aspectos referidos no parágrafo anterior foram analisados ao longo dos 6 capítulos 
anteriores deste trabalho, o qual teve como principais objectivos: 
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- Sistematizar os diferentes métodos de identificação modal estocástica, compreendendo os 
seus fundamentos e algoritmos; 
- Implementar e aplicar métodos de identificação modal estocástica a estruturas reais de 
engenharia civil; 
- Analisar e aplicar técnicas de comparação das características dinâmicas identificadas com as 
calculadas com modelos analíticos e iniciar uma análise dos métodos de modificação de 
modelos analíticos com base nas características dinâmicas identificadas experimentalmente. 
Neste trabalho apresentaram-se diversos métodos de identificação modal estocástica, tendo-se 
indicado os seus fundamentos e os procedimentos que são seguidos em cada um. É natural colocar a 
questão sobre se há algum dos métodos analisados que possa ser considerado como melhor do que os 
outros. No entanto, talvez não seja possível dar uma resposta peremptória a essa questão, nem de facto 
haja muito interesse nisso. Importa sim conhecer bem os fundamentos dos diversos métodos e que 
todos eles têm por um lado as suas vantagens e por outro as suas limitações ou as suas dificuldades de 
utilização. 
Os métodos no domínio da frequência, baseados nas estimativas das funções de densidade 
espectral da resposta, avaliadas por intermédio do algoritmo da FFT, são bastante rápidos na sua 
execução e também fáceis de utilizar. No entanto, têm o problema das frequências naturais de vibração 
das estruturas serem avaliadas em valores discretos de frequência, ou seja, com uma precisão limitada. 
Acresce ainda que o efeito de leakage que se verifica nessas estimativas das funções de densidade 
espectral, pode também introduzir erros na avaliação dos parâmetros modais, especialmente no que se 
refere aos coeficientes de amortecimento. Por estes motivos, com esses métodos pode haver alguma 
dificuldade na avaliação das características de modos de vibração com frequências muito próximas. 
Note-se que estas desvantagens são minimizadas se as funções de densidade espectral forem estimadas 
com uma resolução em frequência muito fina, o que implica a obtenção de séries de resposta com 
durações muito longas. Saliente-se também que nos métodos de decomposição no domínio da 
frequência, especialmente no método EFDD, as referidas desvantagens, são também, de alguma 
forma, ultrapassadas. 
Neste trabalho focaram-se três métodos no domínio da frequência (BFD, FDD e EFDD) em 
que se analisam as estimativas das funções de densidade espectral obtidas através do procedimento 
devido a Welch (1967). Explorou-se também a ideia de aplicar esses métodos às funções de densidade 
espectral estimadas a partir das funções RD, dando origem a três variantes (RD-BFD, RD-FDD e RD-
EFDD) que mostraram ter vantagens em relação aos métodos originais. Essas vantagens são devidas 
ao efeito de redução do ruído resultante da aplicação do método RD e ao evitar do efeito de leakage 
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que pode ser conseguido se as funções RD forem avaliadas com uma duração tal que permita que se 
verifique o seu decaimento completo dentro dessa duração. 
Os métodos no domínio do tempo permitem avaliar com grande precisão as características 
modais dos sistemas. No entanto, os cálculos que envolvem são mais pesados, tornando a sua 
execução mais lenta do que a dos métodos no domínio da frequência. A sua aplicação é também, em 
geral, mais difícil, pois, em muitas situações, apesar da utilização de diagramas de estabilização, a 
escolha da ordem correcta do modelo a ajustar, não é muito obvia (pelo menos numa fase inicial da 
utilização desses métodos). 
Os métodos no domínio do tempo apresentados neste trabalho foram subdivididos em métodos 
de ajuste às funções de correlação da resposta e métodos de ajuste às séries de resposta. Do primeiro 
tipo abordaram-se os métodos ITD, MRITD, LSCE, PTD e três variantes do método SSI-COV. Do 
segundo tipo, descreveram-se, fundamentalmente, as três variantes do método SSI-DATA. 
Fazem-se em seguida alguns comentários relativamente às particularidades dos diferentes 
métodos de identificação modal estocástica. 
No método BFD as frequências dos modos de vibração dum sistema são identificadas a partir 
da selecção dos picos de ressonância das funções de densidade espectral e as componentes modais são 
avaliadas através das relações de amplitude e fase, nessas frequências, entre as respostas medidas em 
diferentes pontos e num ponto de referência. As configurações assim estimadas não são configurações 
de modos naturais de vibração mas sim de modos operacionais de deformação, uma vez que no 
método não há de facto uma separação entre as contribuições de cada modo. Note-se no entanto que 
esta diferença não é importante em sistemas com modos com frequências bem separadas e 
amortecimentos baixos. 
A ferramenta numérica utilizada no método BFD é essencialmente o algoritmo da FFT, o que 
tem como vantagem o facto do método ser de execução rápida e como desvantagens o facto da 
identificação modal ser efectuada com uma resolução finita em frequência e de haver o efeito de 
leakage nas funções de densidade espectral que são analisadas. 
O método BFD não tem em si mesmo uma técnica para estimar os coeficientes de 
amortecimento, utilizando-se normalmente associado a ele, ou o método da meia potência ou um 
método de ajuste dum espectro analítico aos picos isolados dos auto-espectros das séries de resposta. 
A primeira destas técnicas pode resultar em estimativas pouco correctas para os coeficientes de 
amortecimento. A segunda técnica é um pouco melhor, mas também é difícil aplicá-la na situação de 
modos com frequências muito próximas. 
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O método FDD introduz algumas melhorias ao método BFD, nomeadamente, o facto de que 
através do algoritmo SVD, a matriz de funções de densidade espectral da resposta é decomposta nas 
contribuições de cada modo. A identificação das frequências e configurações de modos com 
frequências próximas é assim melhor efectuada com o método FDD do que com o método BFD. A 
limitação da resolução finita em frequência mantém-se, assim como as questões relacionadas com as 
técnicas utilizadas para estimar os coeficientes de amortecimento. 
O método EFDD tem algumas vantagens relativamente ao método FDD, nomeadamente na 
técnica de estimar as frequências e as componentes modais (a limitação da resolução finita em 
frequência é de alguma forma ultrapassada) e introduz também uma técnica para estimar os 
coeficientes de amortecimento. 
Os três métodos RD-BFD, RD-FDD e RD-EFDD são idênticos aos métodos BFD, FDD e 
EFDD, tendo apenas uma diferença na técnica que é utilizada para estimar as funções de densidade 
espectral. Nesses três métodos essas funções são estimadas a partir das funções RD avaliadas 
utilizando o método do decremento aleatório. Pelos motivos anteriormente indicados, as funções de 
densidade espectral assim avaliadas permitem que a identificação modal seja efectuada duma forma 
mais clara e consequentemente com melhores resultados. 
Os métodos no domínio do tempo ou métodos paramétricos, consistem no ajuste de modelos à 
informação experimental. Esses modelos são traduzidos nas matrizes da representação de estado dum 
sistema estocástico no tempo discreto, as quais são de facto o resultado desses métodos de 
identificação. Os parâmetros modais identificados são portanto calculados a partir dessas matrizes, 
pelo que as características dinâmicas avaliadas com esses métodos correspondem às dos modelos 
ajustados. Com os métodos no domínio do tempo é ultrapassada a limitação da resolução finita em 
frequência que se verifica nos métodos BFD e FDD. 
Um ponto comum a todos os métodos paramétricos é a escolha da ordem do modelo que 
melhor se ajusta à informação experimental e que, portanto, deve ser considerado para extrair os 
parâmetros modais que se pretendem identificar. Para esse fim é de grande utilidade utilizar diagramas 
de estabilização que mostram as características dos pólos avaliados para modelos de ordem crescente, 
comparando-as com as de um modelo de ordem imediatamente inferior. 
Do primeiro grupo de métodos no domínio do tempo, os métodos ITD, MRITD, LSCE e PTD 
consistem no fundo num ajuste de mínimos quadrados às funções de correlação da resposta dum 
sistema. O método SSI-COV introduz uma operação adicional que é a decomposição em valores 
singulares, que tem como efeito o limitar o ajuste de mínimos quadrados a um subespaço onde há uma 
menor influência do ruído existente na resposta dum sistema. Tal traduz-se no facto de em geral se 
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conseguirem bons ajustes à informação experimental com modelos de ordem mais baixa do que a que 
é necessária com os outros métodos baseados no ajuste às funções de correlação. 
Do segundo grupo de métodos no domínio do tempo, o método SSI-DATA é semelhante ao 
método SSI-COV. Como principal diferença há o facto de que a avaliação das funções de correlação 
da resposta é substituída por uma operação, implementada através do algoritmo de decomposição QR, 
que pode ser interpretada como uma projecção geométrica do espaço das séries de resposta do 
“futuro” no espaço das séries de resposta do “passado”. 
Como desvantagem do método SSI-DATA relativamente ao método SSI-COV, há o facto de 
ser um método de execução mais lenta. Como vantagem, Peeters (2000) indica o facto de com as 
matrizes identificadas com o método SSI-DATA ser possível efectuar a conversão para as matrizes do 
modelo de inovações que permite efectuar a operação de separação da resposta observada em 
respostas modais. 
Em geral e uma vez entendidas as particularidades dos diversos métodos de identificação 
modal estocástica, pode-se considerar como vantajosa a utilização de mais do que um método para 
analisar a mesma informação, pois, a comparação dos resultados obtidos com cada um, é uma boa 
forma de validação das conclusões dessa análise. 
No âmbito da breve abordagem que foi feita neste trabalho relativamente aos métodos de 
correcção de modelos analíticos com base nas características dinâmicas identificadas 
experimentalmente, apresentaram-se e aplicaram-se os métodos de modificação directa das matrizes 
de massa e rigidez, tendo-se obtido resultados muito bons. Tal deve-se ao facto de, no caso 
considerado para exemplificar esses métodos, ter sido considerado um modelo modal que foi 
caracterizado de forma completa a partir da informação experimental. Os resultados obtidos com esses 
métodos de modificação de modelos analíticos, já não são tão bons como os conseguidos no exemplo 
considerado, se não for possível efectuar uma identificação modal completa. 
Uma parte importante deste trabalho consistiu na realização de ensaios em estruturas de 
engenharia civil, e na aplicação de métodos de identificação modal estocástica à informação neles 
obtida. Durante o período do seu desenvolvimento, houve de facto a oportunidade de efectuar ensaios 
e aplicar alguns dos métodos de identificação modal estocástica em várias estruturas importantes 
existentes em Portugal, como por exemplo: a ponte da Arrábida no Porto, a ponte da Figueira da Foz, 
a ponte Miguel Torga na Régua, a ponte suspensa sobre o rio Tejo em Lisboa, a estrutura de ampliação 
do aeroporto da Madeira e a ponte Salgueiro Maia em Santarém (entre outros casos de aplicação 
apresentados no capítulo 6). 
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Com as aplicações efectuadas, contribuiu-se de forma significativa, para que as técnicas de 
ensaio e análise exploradas neste trabalho se tornassem num procedimento praticamente corrente em 
diversos trabalhos efectuados no Departamento de Estruturas do LNEC. 
Com a experiência ganha na realização dos vários ensaios efectuados, houve a oportunidade 
de verificar as vantagens e potencialidades da identificação modal estocástica e a sua utilidade como 
ferramenta de diagnóstico do comportamento e do estado das estruturas de engenharia civil. 
Constatou-se também, em especial nalguns casos, como por exemplo na barragem do Cabril, que os 
equipamentos existentes actualmente têm já capacidade para medir, com uma resolução muito boa, 
respostas estruturais com amplitudes extremamente pequenas. Como é de esperar que venham a 
verificar-se ainda mais desenvolvimentos no domínio dos transdutores e equipamentos de aquisição de 
dados, as potencialidades da identificação modal estocástica deverão ainda aumentar no futuro. 
Em vários dos exemplos de aplicação que foram apresentados, para além do trabalho 
experimental e da análise de identificação modal, desenvolveram-se também modelos de elementos 
finitos das estruturas ensaiadas, quer na fase de preparação dos ensaios quer na fase de análise da 
informação experimental obtida. Nesses exemplos seguiu-se uma metodologia de modificação manual 
dos parâmetros dos modelos de elementos finitos, tendo-se obtido, em muitos casos, bons ajustes entre 
as características dinâmicas calculadas e as avaliadas com métodos de identificação modal estocástica. 
Importa também salientar que, ao efectuar a modificação dos modelos de elementos finitos dessa 
forma, há da parte de quem realiza o trabalho de ajuste do modelo, um proveito importante em termos 
de compreensão do comportamento dinâmico da estrutura em análise e da melhor forma de o modelar. 
7.2 Desenvolvimentos futuros 
O trabalho que foi desenvolvido no domínio da identificação modal estocástica foi já de 
grande utilidade prática em diversas aplicações que foi possível desenvolver durante a sua realização. 
Considera-se no entanto que este trabalho deverá ser continuado com o desenvolvimento de vários 
aspectos que estão directamente relacionados com os temas nele abordados. 
Em primeiro lugar, refere-se a modificação de modelos analíticos com base nas características 
dinâmicas identificadas com métodos de identificação modal estocástica. Note-se que a apresentação 
que foi efectuada neste trabalho, relativamente a esse tema, foi ainda limitada, conforme se salientou 
no capítulo 5. Considera-se assim, como tendo muito interesse uma exploração mais aprofundada 
desse tema. 
É também importante o desenvolvimento de técnicas de avaliação e detecção de danos a partir 
das características dinâmicas avaliadas com métodos de identificação modal estocástica. Essas 
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técnicas poderão basear-se em métodos de modificação de modelos analíticos, sendo a avaliação e 
detecção dos danos, efectuada a partir precisamente da alteração dos parâmetros desses modelos. Este 
tema tem assim, uma relação muito próxima com o indicado no parágrafo anterior. 
Os métodos de identificação modal estocástica apresentados neste trabalho foram utilizados 
duma maneira interactiva, em que houve sempre intervenção por parte de quem efectuou a análise. No 
entanto, tendo em conta que um dos grandes interesses da identificação modal estocástica é a 
monitorização de estruturas ao longo do tempo, importa também desenvolver esses métodos de modo 
a que identificação modal possa ser efectuada duma maneira automática com um mínimo de 
intervenção humana. Note-se que já têm sido efectuados alguns esforços nesse sentido (Peeters, 2000; 
Bolton et al., 2002), no entanto considera-se que este é um domínio em que há ainda muito a explorar. 
Como aplicação prática das técnicas automáticas de identificação modal estocástica, referidas 
no parágrafo anterior, considera-se como tendo muito interesse no futuro, a instalação de sistemas de 
monitorização dinâmica em estruturas de engenharia civil, nomeadamente em algumas das obras 
actualmente em observação pelo LNEC. 
Note-se que no domínio da monitorização dinâmica em estruturas de engenharia civil, houve 
já uma experiência inovadora desenvolvida no LNEC, que foi o sistema de monitorização instalado 
nos anos sessenta na ponte suspensa sobre o rio Tejo (Marecos et al., 1969; LNEC - Marecos e 
Castanheta, 1970). Actualmente, está previsto que se venha a instalar nessa ponte um novo sistema de 
monitorização a longo prazo que deverá incluir instrumentação que permita acompanhar as 
características dinâmicas da estrutura ao longo do tempo. 
Na estrutura de ampliação do aeroporto da Madeira também se prevê, que se venha a instalar 
um sistema de instrumentação, composto por acelerómetros e extensómetros, com vista a efectuar a 
monitorização dos efeitos dinâmicos do tráfego de aeronaves, no entanto esse sistema não foi ainda 
instalado. 
Em relação à integração da identificação modal estocástica nos sistemas de monitorização de 
estruturas, há um facto importante que tem de ser tido em conta. Em diversos estudos em que foi feita 
a monitorização das frequências dos modos naturais de vibração de estruturas, ao longo de um período 
de tempo longo, tem-se constatado que há uma boa correlação entre as variações dessas frequências e 
as variações de temperatura (Farrar et al., 1997; Peeters e De Roeck, 2000; Rohrmann et al., 2000; 
Alampalli e Cioara, 2002; Feltrin, 2002). Este é um aspecto que deverá ser esclarecido com mais 
estudos a efectuar no futuro, no entanto, as conclusões dos trabalhos referidos, permitem desde já 
verificar que ele não pode ser ignorado. Assim, nos sistemas de monitorização estrutural com base no 
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acompanhamento da eventual variação das característica dinâmicas, deverá haver também uma 
monitorização das condições ambientais, nomeadamente da temperatura. 
Uma parte importante dos desenvolvimentos futuros, que permitirão obter um melhor 
aproveitamento da identificação modal estocástica, está relacionada com os equipamentos, sistemas de 
aquisição, sistemas de transmissão de informação por fibra óptica ou mesmo sem fios, e sistemas de 
acesso remoto à informação através da Internet. Neste domínio deverá continuar a haver uma 
importante actividade no LNEC, envolvendo uma colaboração estreita entre o Departamento de 
Estruturas, o Centro de Instrumentação Científica e também o Departamento de Barragens de Betão. 
Outras aplicações importantes associadas à identificação modal estocástica que poderão ser 
desenvolvidas no futuro são a caracterização das próprias acções ambiente (o vento ou o tráfego de 
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Nos quadros seguintes apresenta-se uma listagem das estruturas de pontes, nas quais foram 
realizados pelo LNEC, estudos de avaliação experimental das suas características dinâmicas. É 
indicado o ano de realização do estudo, os seus autores, a ponte a que o estudo se refere, o seu vão L 
(no caso de pontes ou viadutos com tabuleiros contínuos de vários tramos é indicado o valor do maior 
vão), e o valor identificado para a frequência do 1º modo de vibração vertical f1V. 
Quadro A.1 – Pontes rodoviárias. 
Ano Autores Obra L (m) f1V (Hz) 
1954 Marecos, J. Ponte sobre o rio Sousa 115 2,6 
1957 Marecos, J. Ponte de Santa Clara 40 2,5 
1962 Marecos, J. 
Oliveira, J. 
Viaduto de Sacavém 57 2,6 
1967 Marecos, J. 
Pereira, J. 
Trigo, J. 
Ponte sobre o Tejo - Viaduto N 5-1 47 2,8 
1967 Marecos, J. 
Pereira, J. 
Trigo, J. 
Ponte sobre o Tejo - Viaduto Norte 76 2,3 
1968 Marecos, J. 
Castanheta, M. 
Ponte de Tomar na EN 110 47,5 2,7 
1974 Marecos, J. 
Castanheta, M. 
Viaduto rodoviário sobre a Rua Filipe da Mata 34 2,0 
1979 Marecos, J. 
Castanheta, M. 
Catarino, J. 
PS2 dos novos lanços da auto-estrada do Sul 31 3,0 
1979 Marecos, J. 
Castanheta, M. 
Catarino, J. 
PS9 dos novos lanços da auto-estrada do Sul 33 2,7 
1979 Marecos, J. 
Castanheta, M. 
Catarino, J. 
PS14 dos novos lanços da auto-estrada do Sul 30,8 3,4 
1979 Marecos, J. 
Castanheta, M. 
Catarino, J. 
PS16 dos novos lanços da auto-estrada do Sul 31 3,3 
1980 Marecos, J. 
Castanheta, M. 
Catarino, J. 
PS17 do lanço Palmela - Setúbal da auto-estrada do Sul 31,5 3,2 
1980 Marecos, J. 
Castanheta, M. 
Catarino, J. 
PS24 do lanço Palmela - Setúbal da auto-estrada do Sul 33,8 3,3 
1980 Marecos, J. 
Castanheta, M. 
Ponte de serviço sobre o Guadiana em Alqueva 31 3,8 
1981 Marecos, J. 
Castanheta, M. 
Catarino, J. 
PS5 do lanço Vila da Feira - Carvalhos da auto-estrada do 
Norte 
31,8 3,5 
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Quadro A.2 – Pontes rodoviárias (continuação). 
Ano Autores Obra L (m) f1V (Hz) 
1981 Marecos, J. 
Castanheta, M. 
Catarino, J. 
PS6 do lanço Vila da Feira - Carvalhos da auto-estrada do 
Norte 
41,64 2,4 
1981 Marecos, J. 
Castanheta, M. 
Catarino, J. 
PS8 do lanço Vila da Feira - Carvalhos da auto-estrada do 
Norte 
32 3,2 
1981 Marecos, J. 
Castanheta, M. 
Catarino, J. 
PS21A do lanço Vila da Feira - Carvalhos da auto-estrada 
do Norte 
32,6 4,1 
1981 Marecos, J. 
Castanheta, M. 
Catarino, J. 
PS28 do lanço Vila da Feira - Carvalhos da auto-estrada 
do Norte 
30,8 4,0 
1981 Marecos, J. 
Castanheta, M. 
Catarino, J. 
PS31 do lanço Vila da Feira - Carvalhos da auto-estrada 
do Norte 
35,6 3,4 
1982 Marecos, J. 
Castanheta, M. 
Ponte sobre a Ribeira da Marateca 36 3,4 
1982 Marecos, J. 
Castanheta, M. 
Catarino, J. 
PI18 do lanço Carregado - Aveiras de Cima da 
auto-estrada do Norte 
21 6,1 
1982 Marecos, J. 
Castanheta, M. 
Catarino, J. 
PH20 do lanço Carregado - Aveiras de Cima da 
auto-estrada do Norte 
30 3,7 
1984 Castanheta, M. 
Catarino, J. 
PI8' do lanço Condeixa - Coimbra da auto-estrada do 
Norte 
37 2,8 
1984 Castanheta, M. 
Catarino, J. 
PS4 do lanço Condeixa - Coimbra da auto-estrada do 
Norte 
31,2 3,4 
1984 Fernandes, J. A. 
Catarino, J. 
PI10 do lanço Carregado - Aveiras de Cima da 
auto-estrada do Norte 
21 5,0 
1984 Castanheta, M. 
Catarino, J. 
PS6 do lanço Coimbra-Mealhada da auto-estrada do 
Norte 
32 4,6 
1984 Castanheta, M. 
Catarino, J. 
PS11 do lanço Coimbra-Mealhada da auto-estrada do 
Norte 
31 4,3 
1984 Castanheta, M. 
Catarino, J. 
Silveira, P. 
PS1 do lanço Estarreja-Vila da Feira da auto-estrada do 
Norte 
34 4,0 
1984 Castanheta, M. 
Catarino, J. 
PS6 do lanço Coimbra-Mealhada da auto-estrada do 
Norte 
31 4,3 
1984 Castanheta, M. 
Catarino, J. 
Silveira, P. 
Ponte de Antuã 42 3,2 
1984 Castanheta, M. 
Catarino, J. 
Silveira, P. 
Ponte de Fagilde sobre o rio Dão 62,6 1,8 
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Quadro A.3 – Pontes rodoviárias (continuação). 
Ano Autores Obra L (m) f1V (Hz) 
1987 Silveira, P. 
Catarino, J. 
Ponte do Tua 57,4 2,2 
1988 Silveira, P. 
Cary, M. 
PS17 do lanço Mealhada-Águeda da auto-estrada do 
Norte 
31,9 3,6 
1988 Cary, M. 
Silveira, P. 
PS10 do lanço Águeda-Albergaria da auto-estrada do 
Norte 
31,6 4,2 
1989 Silveira, P. 
Cary, M. 
PS9 do lanço Porto-Maia da auto-estrada Porto-Braga 42 2,7 
1990 Silveira, P. 
Cary, M. 
PS23 do lanço Maia-Cruz da auto-estrada Porto-Braga 31,4 3,9 
1990 Silveira, P. 
Cary, M. 
PS41 do lanço Maia-Cruz da auto-estrada Porto-Braga 34 3,3 
1992 Corrêa, R. 
Campos Costa, A. 
Ponte atirantada sobre o rio Arade 256 0,360 
1992 Corrêa, R. 
Campos Costa, A. 
Ponte atirantada sobre o rio Guadiana 324 0,397 
1992 Castanheta, M. Nova ponte rodoviária de Alcácer do Sal 85 1,24 
1994 Rodrigues, J. 
Santos, L. O. 
Fernandes, J. A. 
PI1A da auto-estrada A-2 (Palmela - Marateca) 31,9 3,3 
1994 Santos, L. O. 
Rodrigues, J. 
Fernandes, J. A. 
PI18A da auto-estrada A-2 (Palmela - Marateca) 29,85 2,9 
1994 Santos, L. O. Ponte de Angueira 115 1,3 
1995 Santos, L. O. 
Fernandes, J. A. 
PS14A do nó de Alverca da auto-estrada do Norte 42,8 2,9 
1995 Silveira, P. Nova ponte internacional de Monção sobre o rio Minho 100 1,1 
1995 Silveira, P. PS à linha do Norte integrada na ligação entre a rotunda 
do Cardal e a Av. 25 de Abril na Mealhada 
12 12 
1995 Silveira, P. 
Falcão, J. T. 
PS3 do sublanço Vendas Novas/Montemor-o-Novo da 
auto-estrada A6 
34 3,8 
1995 Silveira, P. 
Falcão, J. T. 
Viaduto do Vale Figueira do sublanço Marateca - Vendas 
Novas da auto-estrada A6 
38.5 2.8 
1995 Silveira, P. 
Falcão, J. T. 
Viaduto do vale da Canha do sublanço Marateca - Vendas 
Novas da auto-estrada A6 
30 5 
1995 Santos, L. O. 
Fernandes, J. A. 
Viaduto principal de Sete - Rios do eixo viário Norte - Sul 
em Lisboa 
40 3,5 
1995 Santos, L. O. 
Fernandes, J. A. 
Ponte rodoviária sobre o rio Tejo junto á central 
termoeléctrica do Pego 
65 2,345 
1995 Silveira, P. 
Falcão, J. T. 
PS5 do lanço Loures – Bucelas da auto-estrada A9 43 3,0 
1995 Silveira, P. PS17 do sublanço Penafiel - Amarante da auto-estrada A4 29,7 3,75 
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Quadro A.4 – Pontes rodoviárias (continuação). 
Ano Autores Obra L (m) f1V (Hz) 
1995 Silveira, P. 
Santos, L. O. 
Falcão, J. T. 
PI21 do sublanço Malveira - Torres Vedras da 
auto-estrada A8 
21 6,25 
1996 Silveira, P. PS á linha do Norte na rua Pinto Ribeiro em Lisboa 35,97 4,1 
1996 Silveira, P. Viaduto sobre a EN206 do sublanço EN 310 - Guimarães 
da auto-estrada A7 
52 1,87 
1996 Silveira, P. Viaduto sobre a rua Pinto Ribeiro em Lisboa 25,5 4,0 
1997 Rodrigues, J. 
Neves, S. 
Fernandes, J. A. 
Viaduto principal do nó de Campolide do eixo viário 
Norte - Sul 
34 3,5 
1997 Rodrigues, J. 
Campos Costa, A. 
Sousa, M. L. 
Ponte da Arrábida 270 0,88 
1997 Campos Costa, A. 
Rodrigues, J. 
Martins, A. 
Ponte da Figueira da Foz 225 0,51 
1997 Campos Costa, A. 
Rodrigues, J. 
Martins, A. 
Viaduto de acesso à ponte da Figueira da Foz (margem 
esquerda) 
45 2,11 
1997 Campos Costa, A. 
Rodrigues, J. 
Martins, A. 
Viaduto de acesso à ponte da Figueira da Foz (margem 
direita) 
45 2,06 
1997 Silveira, P. 
Fernandes, J. A. 
Viaduto Nascente/Poente na Alameda Nascente/Poente 
em Campolide 
35 3,3 
1997 Silveira, P. 
Falcão, J. T. 
PS15 do sublanço Braga - EN210 da auto-estrada A3 43,2 2,8 
1998 Silveira, P. PS1A da auto-estrada A12 Setúbal/Montijo 32 4,2 
1999 Rodrigues, J. 
Campos Costa, A. 
Ponte Miguel Torga sobre o rio Douro na Régua 180 0,78 
1999 Rodrigues, J. 
Campos Costa, A. 
Ponte suspensa sobre o rio Tejo em Lisboa 1013 0,116 
1999 Neves, S. 
Fernandes, J. A. 
Ponte sobre o rio Sado em Alcácer do Sal 135 1,2 
2000 Rodrigues, J. Ponte Salgueiro Maia sobre o rio Tejo em Santarém 246 0,43 
2000 Fernandes, J. A. 
Neves, S. 
Santos, T. O. 
Tabuleiro Nascente do viaduto sobre a ribeira de 
Grândola da auto-estrada A2 
42,5 3,0 
2000 Fernandes, J. A. 
Neves, S. 
Santos, T. O. 
Viaduto das Vinhas 25 2,71 
2001 Rodrigues, J. PS17 da auto-estrada A-14 36 3,93 
2001 Rodrigues, J. Viaduto V1 da auto-estrada A-14 30,5 3,70 
2001 Rodrigues, J. Viaduto da Rua Ramalho Ortigão em Lisboa 70,7 2,04 
2002 Rodrigues, J. Viaduto V2 da auto-estrada A-14 34 3,13 
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Quadro A.5 – Pontes rodoviárias (continuação). 
Ano Autores Obra L (m) f1V (Hz) 
2003 Santos, L. O. 
Rodrigues, J. 
Xu Min 
Ponte sobre o rio Arade na auto-estrada A2 110 1,367 
2003 Rodrigues, J. Viaduto sobre o ribeiro da Califórnia na auto-estrada A13 24 3,420 
2003 Xu Min 
Santos, L. O. 
Passagem superior PS3 da auto-estrada A2 34 3,304 
2003 Xu Min 
Santos, L. O. 
Passagem superior PS2 da auto-estrada A2 53,44 2,780 
2003 Xu Min 
Santos, L. O. 
Viaduto do Sambro na auto-estrada A2 35 1,978 
2003 Rodrigues, J. 
Santos, L. O. 
Xu Min 
Viaduto sobre a ribeira do Loureiro na auto-estrada A10 100 1,114 
2003 Rodrigues, J. 
Santos, L. O. 
Xu Min 
Viaduto do Calhandriz na auto-estrada A10 47,5 2,887 
2004 Rodrigues, J. 
Santos, L. O. 
Xu Min 
Tabuleiro esquerdo da ponte sobre o rio Corgo no IP3 142,25 0,816 
2004 Rodrigues, J. 
Santos, L. O. 
Xu Min 
Tabuleiro direito da ponte sobre o rio Corgo no IP3 147,76 0,778 
Quadro A.6 – Pontes ferroviárias. 
Ano Autores Obra L (m) f1V (Hz) 
1973 Marecos, J. 
Castanheta, M. 
Viaduto ferroviário de Entrecampos 25 5,5 
1991 Castanheta, M. 
Silveira, P. 
Nova ponte ferroviária sobre o rio Douro 250 0,9 
1995 Santos, L. O. 
Fernandes, J. A. 
Ponte ferroviária sobre o rio Tejo junto á central 
termoeléctrica do Pego 
65 4,0 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Canelas (tramo E1-P1 da via A) 12 8,6 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Canelas (tramo E1-P1 da via D) 12 8,7 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Canelas (tramo P1-P2 da via A) 12 9,0 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Canelas (tramo P1-P2 da via D) 12 8,9 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Canelas (tramo P2-P3 da via A) 12 8,8 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Canelas (tramo P2-P3 da via D) 12 9,0 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Canelas (tramo P3-P4 da via A) 12 9,1 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Canelas (tramo P3-P4 da via D) 12 9,2 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Canelas (tramo P4-P5 da via A) 12 8,8 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Canelas (tramo P4-P5 da via D) 12 9,2 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Canelas (tramo P5-E2 da via A) 12 8,8 
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Quadro A.7 – Pontes ferroviárias (continuação). 
Ano Autores Obra L (m) f1V (Hz) 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Canelas (tramo P5-E2 da via D) 12 8,8 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Cacia (via A) 24,5 5,62 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Cacia (via D) 24,5 5,62 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Esgueira (tramo E1-P1 da via A) 29,05 6,3 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Esgueira (tramo E1-P1 da via D) 29,05 6,4 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Esgueira (tramo P1-P2 da via A) 30,85 6,6 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Esgueira (tramo P1-P2 da via D) 30,85 6,3 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Esgueira (tramo P2-P3 da via A) 30,85 6,4 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Esgueira (tramo P2-P3 da via D) 30,85 6,7 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Esgueira (tramo P3-P4 da via A) 30,85 6,7 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Esgueira (tramo P3-P4 via D) 30,85 7,1 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Sacavém (estrutura da via AR) 31,4 6,95 
2001 Rodrigues, J. Ponte ferroviária de Sacavém (estrutura da via DR) 31,4 7,04 
 
